ENS CACHAN LICENCE de MATHEMATIQUES
2012-2013

Cours Intégration-Probabilités
Limites sup, limite inf, Riemann intégrabilité
Feuille 1

Ce premier td démarre avec des petilts excercices qui n’ont d’autres buls que vous metire a
laise avec les notions de limites sup et limites inf qui ne sont pas officiellement aux programmes
des prépas et seront utilisées assez systématiquement dans le cours d’intégration-proba. Ils sont
extraits d’une liste d’exercices proposés par Charles Suquet, et disponibles en ligne a l'adresse :
http://math. univ-1illel. fr/ ~suquet/ ens/IFP/ indexIFP. html
On termine par la preuve du théoréme de caractérisation des fonctions Riemann intégrables sur
un intervalle compact.

Exercice 1 Soit (k) (n,k)en une suite double de réels positifs. Montrer I'inégalité

o0 o0
=+
sup E Up f < g sup u, j dans R,
neN k=0 k=0 neN

et donner un exemple ol elle est stricte.

Exercice 2

1. On rapelle que pour toute suite (u,)n>0 de réels, lim supuy existe dans R et est appelée
- n—-+00 E>n

limite supérieure de (uy), notée lim wu, ou souvent plus simplement limwu,. De méme
n—oo

lim inf uy existe dans R et est appelée limite inférieure de (uy,), notée lim wu,.
n—+o0 k>n n—r00

Montrer que pour toute suite (up)n>0, imu, < limu,, et qu’il y a égalité si et seulement
si la suite u,, converge dans R.

2. Soit [ € R. Montrer les équivalences

limu, = < lim|u, — 1| =0
limu, = +o00 < limu,, = 4+00;

3. Soit (un)n>0 une suite de réels. On pose a = lim u,, et b = lim u,,. Montrer qu’il existe une
sous-suite de (up)n>0 qui converge vers a et une sous-suite qui converge vers b.

Exercice 3 Soient (ay)n>0 €t (by)n>0 deux suites d’éléments de R.
1. Montrer que lim(—a,) = — lim a,.
2. Montrer que lim(a,, +b,) < lim a,, + lim by, & condition qu’aucune des sommes concernées
ne soit de la forme “co—o0”. Donner un exemple montrant que I'inégalité peut étre stricte.

3. Lorsque a, < b, pour tout n, montrer que lima, < limb,. Donner un exemple ou les
limites inférieures sont égales, bien que a, < b, pour tout n.

Exercice 4 (Convergence dominée pour les séries) On considére une suite double de
réels (unk; (n, k) € N?) et une suite de réels (ay; k € N) vérifiant les hypotheses suivantes.

a) V(n, k) € N2, Jup x| < ag.

b) Pour tout k € N, lim,, o0 Up i = ug, € R.

¢) X kzo k< F00.



1. Montrer que les séries > ;- Unk €t Y po ux convergent absolument dans R.

2. Vérifier que pour tout entier IV,

+o0 0o N-1 +o00
Zuk*Zun,k < (up, — Un,k) +22ak-
k=0 k=0 k=0 k=N
3. Prouver que
o0 o0 o0
lim Zunk = Zuk = Z lim wu, g
n—+0o ’
— k=0 k=0

4. Donner un exemple de suite double (uyx; (n,k) € N) vérifiant b) et telle que pour tout
n la série Y 77 up 1 converge absolument dans R, mais pour laquelle la conclusion de la
question précédente est en défaut.

Dans le dernier exercice, on cherche a démontrer le résultat suivant :

Théoreme 1 Une fonction f est Riemann intégrable sur I ssi l’ensemble de ses points de
discontinuité est un ensemble négligeable.

Exercice 5 Pour tout 7 > 0, on introduit une mesure de ’oscillation a [’échelle T de f au
travers de la fonction w; : I — [0, co[ définie pour tout x € I par

wr(7) = sup 1f(z) = f(y)l.

y,2€l, ly—z|<T, |z—z|<T
Comme a x € [ fixé, 7 — w,(x) est croissante, on définit [’oscillation de f par

w= lim w,.
7—0,7>0

1. Vérifiez que f est discontinue en z ssi w(x) > 0.

2. Pour tout n > 0, on note D, = w™!([n, +oo[) I'ensemble des points d’oscillation plus
grande que n. Vérifier que si ¢ < f < h sont deux fonctions en escalier encadrant f et
0 = (2i)1<i<n est une subdivision subordonnée a g et h, alors en notant I; =]z;, x;+1[, on
a:
(a) pour tout 0 <i<ntelque ; N Dy #0,onah; —g >n
(b) I(h) — I(g) = 1 Xpes (1) ot A= {0 < i <n|L,0D, #0}.
3. En déduire que si f est Riemann intégrable, alors D, est négligeable puis la premiere
implication du résultat.
4. (Délicat) On suppose maintenant que les points de discontinuité de f forment un ensemble
négligeable. Soit n > 0 et U, = w1([0, 7).
(a) Vérifier que U, est ouvert et puis que pour tout € > 0, il existe une famille fi-
nie (J;)1<j<q d'intervalles fermés disjoints (2 a 2) tels que K = Ui_,.J; C Uy, et
S 00 = (b—a)—c.
(b) Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que pour tous y,z € K, |f(z) — f(y)| < n dés que
|z —yl < 0.

(¢) En déduire I'existence de deux fonctions en escalier g et h encadrant f telles que
I(h) = I(g) < n(b—a)+2Me

ou M est un majorant de |f| sur I.

(d) Déduire la réciproque.



