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1. Introduction

Les mouvements collectifs dans des groupes d’individus autonomes apparaissent dans de nom-
breux domaines : en biologie (nuées d’oiseaux, bancs de poissons, colonies de bactéries, ...) mais
aussi en physique (pour modéliser le plasma par exemple) [10]. On peut donner a ces mouvements
collectifs la définition suivante :

Définition 1 (Mouvement collectif). Dans un systéme constitué de nombreuses entités similaires,
sous certaines conditions, ces entités peuvent adopter un comportement collectif presque entiére-
ment déterminé par les effets imposés par les autres entités du systéme.

Nous parlerons souvent de flocking, c’est-a-dire que les individus (dans notre cas, on considérera
un groupe de N oiseaux) atteignent un consensus dans le sens ou ils tendent & avoir la méme
vitesse et a conserver le groupe. Plus formellement, si au temps ¢, 'oiseau ¢ est a la position x;(t),

. . 1 N .
avec la vitesse v;(t) et si on note z. = > ;" x;(t) alors :

Définition 2 (Flocking). On dit qu’il y a flocking quand les oiseauz alignent leurs vitesses :
. 1 . . . 2 —
EIvlzm telle que tk?loo Z ||Uz (t) 'UlzmH 0
et qu’ils forment un groupe :

sup ZH% — x(t)|]* < 400
0<t<+o0 4=

L’idée de Cucker et Smale est la suivante : pour atteindre un consensus les oiseaux ont tendance
a moyenner leur vitesse par rapport a celle des autres. De plus, I'influence des autres oiseaux
diminue avec leur distance. Ils en sont arrivés a un systéeme d’équations :

Définition 3 (Modéle CS-classic).

dei
dt

02: a %Z (llzi(E) — 25 (@)]) (v; (t) — vi(t))

= v;(t)

(1.1)

ol 1 est une fonction mesurable décroissante strictement positive. Dans la suite, on considérera

Y(s) = (1+32)ﬁ/2.

petite annonce du plan et de I'objectif du stage



2. Reésultats théoriques

2.1 Preuve de flocking pour les systémes d’inégalités diffé-
rentielles dissipatives (SDDI)

La plupart des résultats théoriques que nous allons présenter vont se réduire a la convergence
des SDDI ([5]) a l'aide des fonctions de Lyapunov.

Définition 4 (SDDI et fonctions de Lyapunov associées). Les inégalités suivantes forment un
systeme d’inégalités différentielles dissipatives :

dX d
Slev. G<eov (2.)

ot (X, V) sont positives et ¢ positive, mesurable et décroissante.
A ce systeme, on peut naturellement associer les fonctions de Lyapunov :

(X, V)=V +P(X)
avec P'(s) = ¢(s), s > 0.

L’intuition liée & ce systéme est qu’il perd de I'énergie au cours du temps et nous allons dé-
montrer que, sous certaine condition, V' tend vers 0 et X reste borné.

Lemme 1. Supposons que (X, V') vérifie (2.1). Alors :
(ii) Yt >0, V(1) +| [o. ¢(s)ds| < Vo

Démonstration. (i) par (2.1),

d d
T (X0, V(1) = Z(V(H) £ 2(X(1)))
W

(X (1)
dX

oxo) (-vin =5 )
0

IN

IA

(i) par (i),
V(t) = Vo < =((X (1)) = ©(Xo)), V(1) = Vo < (®(X (1)) — ®(X0))

donc, on en déduit que,

X(t)
V() — Vo < —B(X(1)) — B(Xo)| = / o(s)ds

Xo




On en déduit directement :

Théoréme 1. Supposons que (X, V) vérifie (2.1).
Si Vo < f;ooo o(s)ds, alors Jxpr > 0 tel que

T M
Vo = (s)ds, X(t) < xpr, V(1) < Voe ¢@t ¢ >0
Xo

Démonstration. Comme ¢ est une fonction positive mesurable, alors la fonction

5
F:6>0~ o(s)ds

Xo

est croissante et continue.

Comme F(Xy) =0 et 6li£rn F () > Vy, on peut poser x,, la plus grande valeur telle que
—+00

Vo= F(zm)

Or, par le lemme 1, V¢t > 0, F(X(t)) < Vb. Donc, si 3T tel que X (T') > x) alors on aurait
F(X(T)) > F(xp) = Vy par croissance de F' et par définition de x s, ce qui serait absurde. Ainsi,
vt >0,

av

, & < —¢(xpr)V donc par le lemme de Gronwall,

Ensuite, par décroissance de ¢ et (2.1)

V(t) < %€—¢($M)t

2.2 Application au modéle CS-classic

La premiére étape est de réduire 1.1 a 2.1. Tout d’abord, réécrivons le systéme 1.1. Notons
r = (z1,..,2n) €t v = (vq,...,uy5). Observons que si z. = %Zf\il z;i(t) et v, = %Zf\; v; (%)
et que si (z,v) est solution de (1.1) alors (z1 — ¢, ..., TN — Tey, U1 — Vg, ..o, UN — V) L'est aussi.
Donc, on peut supposer sans perte de généralité que z. = v, = 0. Posons A(x) = (a;;)1<ij<n =
(20 (l|lzs — 25]1)1<ij<n, la matrice d’influence et L(z) = diag ((Z;VI ai,j> ) — A(z), son
== 1<i<N
laplacien. Alors, (1.1) se réécrit en :

dr ;
% =) (2.2)
&~ L))

Lemme 2. Si (x,v) vérifie (2.2) alors (||x]|, ||v]|) vérifie (2.1) avec ¢(s) = Mp(2s).



Démonstration. Tout d’abord, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
dlléBII

2
2| i“””—c&<dx >=iﬂwﬂﬁéﬂwmﬂ

dt dt’

Ensuite, notons que par symétrie de A(x),

1
(L(z)v,0) = 5 > ai v — vl

i#]
Donc,
dlfv]| _ d]jv|” A
2ol St = Tt = —2(L(@),0) = = 3 assllos = il < T Clal) D v - vyl
i#] i#j

car 1) est décroissante et Vi, j, ||x; — ac]|| < 2||z||. Or, on observe que

5 Z lv; — v;||* = (Lv,v)
z#ﬂ
oil L est le laplacien de la matrice qui n’a que des 1. De plus, comme v, = 0 alors <Lv v) > Nlv|?
car N est la plus petite valeur propre de L sur ’ensemble des v de moyenne nulle et L est symétrique

(voir annexe A). Donc, on en déduit le résultat. O

La deuxiéme étape est de vérifier que 'on est bien dans les hypothéses du théoréme 1. En
réalité cela dépendra de 3. Pour cela :
1-8

Lemme 3. (i) si B # 1, f s)ds > 5 )[(1+(2))2]Z
(i1) si B =1, f dS—’\O‘ln28+\/1+ 25)?
Finalement, on en dedult :
Théoréme 2. Soit (z,v) une solution de (2.2). Alors :
(i) si B €[0,1], Jxp tel que
1-8 15 2(1—
(14 @ea)'s = (14 @l 2 + 2Py
(ii) si f =1, Jzp tel que

2+ V/T+ Qoar? = 2ol + T+ @lzol)2)e

1) si B> 1 et si (1+ (2]|xo 2%>Mvo , dxay tel que
Ao

(14 @) 7 = (L4 o))~ 22D

Dans tous les cas,
()] < 2, (o) < [l

Démonstration. Pour les cas (i) et (i), par le lemme 3, on a que ﬁ;;ﬁ ¢(s)ds = +oo donc on
applique directement le théoréme 1.

Pour le cas (iii), il faut ajouter 'hypothése que ||vg|| < flx i (s)ds.

Dans tous les cas, les formules qui permettent de définir x; viennent du théoréme 1 et du fait que

luoll = Ji72, 6(s)ds. =

On en déduit que si g € [0, 1], alors on a flocking inconditionnel et si § > 1, alors on a flocking
sous certaines conditions sur les conditions initiales.



2.3 Cas d’une zone d’influence

Ici, nous allons considérer un modéle un peu plus général ou la matrice A restera symétrique
mais pourra avoir des coefficients nuls. L’idée est de voir si les résultats théoriques sont conservés
si on se restreint & l'influence de seulement les oiseaux les plus proches.

Définition 5 (Modé¢le CS-symétrique).

dx;
at ”"<t)N -
Ciqu - % Z m; ()Y ([|lzi(t) — (D)) (v () — vi(t)) '

ou 1 est une fonction mesurable décroissante strictement positive et Vi,j, m;;(t) € {0,1} et
mi;(t) = my(t).

Comme précédemment, on définit A = (m; ;29 (||2; —;||))1<ij<n et L son laplacien. On définit
également M (t) = (m; ;(t))1<ij<n. On remarque que M (t) est alors la matrice d’adjacence d’un
graphe non-orienté. Appelons-le G(M (t)). On se raméne donc au cas précédent avec :

Lemme 4. Si (z,v) vérifie (2.2) (avec la nouvelle définition de L) et si ¥t, G(M(t)) est conneze
alors (|||, [|[v]|) vérifie (2.1) avec ¢(s) = %d}(%).

Démonstration. La seule différence avec le lemme 2 est que L est le laplacien de M(t). Par un
argument de théorie des graphes (voir annexe A), comme G(M(t)) est connexe, on minore la plus

petite valeur propre de L sur ’ensemble des v de moyenne nulle par m, ce qui nous permet
de conclure. n
Ainsi, nous obtenons un résultat semblable au théoréme 2, en remplacant \ par Ngé\),‘fl).

2.4 Cas d’une influence "triangulaire"

Ici, nous allons considérer un systéme un peu différent. En effet, on reprend les notations de
(2.3) sauf que l'on considére que M (t) est triangulaire inférieure. L’idée derriére ce modele est
que l'on considére une hiérarchie sur les oiseaux : chaque individu régle sa vitesse uniquement
a partir des oiseaux plus haut dans la hierarchie. Nous allons présenter une preuve de flocking
inconditionnel pour < 1. La condition G(M(t)) connexe est conservée : elle se traduit par le fait
que Vi > 1, 35 < i tel que m,;; # 0 donc que tous les coefficients diagonaux de L sauf le premier
sont non nuls.

Tout d’abord, on observe que si (z,v) = ((x1, ..., xy), (v1,...vx)) est solution alors (z—x1,v—v1)
'est aussi donc on peut supposer que vy (t) = 0 et () = 0. On observe également que le probléme
restreint aux ¢ premiers oiseaux est indépendant et que si G(M) est connexe alors le graphe de la
matrice M restreinte aux ¢ premiéres lignes et colonnes I’est aussi donc on va pouvoir utiliser un
raisonnement par récurrence.

Théoréme 3. Si (x,v) vérifie (2.2) (dans le cas ou M est triangulaire et 5 < 1) et si¥Vt, G(M(t))
est connezxe alors Jxp >0, § >0 et v > 0 tels que ||z(t)|| < zpr et ||o(t)] < de



Démonstration. On note ||x|; = ||(x1, ..., x;)]|-
Montrons ce théoréme par recurrence sur 1 <i < N.
—sii=1, ||z|y =0 et |v|y =0 donc on prend z); =0, =0et v =7 > 0 (ie qu'on peut
prendre 7y strictement positif et aussi grand que 'on veut).
— par HR ||v||; < de™* donc pour tout j < i, |Jv;]| < de 7" = e(t).

De la méme fagon que précédemment, |%| < ||vliz1-
De plus,
d||v]|? A i(i+1)
— =2 ) a((op ) — [l < =250 @)l + 27— ae®) vl
J<k<i+1
On note ¢(s) = 29(2s) et e(t) = @ae(t) =0'e .
On pose les fonctions de Lyapunov ex (||z||;11, ||v]lix1) = [|[v]lix1£P(||2|i41) avec D'(s) = ¢(s).
Alors,
d
Sreellz@ i, lo@)llir) < e(t)
donc,
5 la(®)li41 5
lo@® s = lleollir < =I@(le®)lli1) = D(llzollia)| +Z(1 =€) < = /” ” dls)ds| + =
ZO|li+1

La fonction "

F:u>0+— o(s)ds
llzolli+1
est croissante et continue.

Comme F(||zol/i+1) = 0 et EIE F(u) = 400 > |Jvglligr + &

>, on peut poser T, la plus

grande valeur telle que
/

1)
l|vol[s41 + 5 F(xar)

De la méme fagon que précédemment, ||z(t)|;41 < xpr. En fait, quitte & prendre zj; plus
grand, on peut supposer que 7' = ¢(xpr) # 7.

On a donc :
d[v(t)]li+a
dt
Ensuite, par le lemme de Gronwall :

— sty >, o)l < (lvollivn + 55"

=iy <A Ol < (ool + 525)e

< =Y [[o(@) 41 + e2(t)

2.5 Remarque sur la preuve originale de flocking

La preuve présentée ici n’est pas la preuve originale de Cucker et Smale (voir [3] et [4]). La
preuve de Ha et Liu a l'avantage d’étre moins technique et d’étre facilement réutilisable pour
des extensions du modéle. Cependant, la preuve originale peut étre modifiée pour démontrer un
théoréme de flocking dans le cas oul certains oiseaux sont considérés comme des leaders, ¢’est-a-dire
que certains oiseaux ont des directions privilégiées (voir [2]).



3. Simulations

3.1 Illustrations des résultats théoriques

Afin d’illustrer nos résultats théoriques et de confronter le modéle a différents environnements,
nous avons effectuer de nombreuses simulations numériques (en utilisant surtout comme solveur le
ODE/5 de Matlab, voir I'annexe B pour la converge des méthodes de Runge et Kutta sur notre
modele). Dans cette partie, nous avons principalement réalisé des petits "films" ou l'on voit la
trajectoire (modulo une constante afin de ne pas avoir a gérer la fenétre graphique) des oiseaux en

2D. En voici un exemple avec N =20, f =2 :
NIRRT
4 — AN

s
2
2
s
~ ‘ \
\ \v M\
s e s s T T T B T B T
x10”

(a) t=0 (b) t=1 (c) t=4

x10°
5 . . . .

On voit qu’il y a flocking dans ce cas car les oiseaux ont leur vitesse qui s’aligne.
Parallélement, on peut calculer ||v(t) — v.|| et la comparer a la borne théorique du théoréme, ce
qui donne pour la simulation précédente avec une échelle logarithmique :




3.2 Exemple de non-flocking

Comme on I’a vu dans le théoréme, il y a flocking uniquement sous certaine condition sur les
conditions initiales pour § > 1. On reprend ici 'exemple de [1] de non-flocking que 1'on étend a
deux dimensions : on considére quatre groupes d’oiseaux de taille égale qui partent dans quatre

directions différentes avec une vitesse suffisamment élevée pour que ces groupes ne se "rejoignent"
pas.

10 10 . 10
. .
RIENIAN [
s 6 6 -
AN N ,
4 4 4 -
s
2 N 77 2
N
R N/ 0NN o
e
2 . > N\ .
e
4 4 - SN
NN
6 e
. . o/
o s w4 2z o = ) o s w4 2z o = 5 e w0 o s w4 2z o = 5 e w0
(a) t=0 (b) t=1 (c) t=4

3.3 Probléme du mur circulaire

Maintenant, nous allons voir le comportement du modéle placé dans des environnements par-
ticuliers. Dans le premier cas, nous allons placer dans une "boite" circulaire c¢’est-a-dire que 'on
entoure les oiseaux d’un mur circulaire (qui est en fait un potentiel répulsif ici, mais nous avons
aussi essay¢ avec des réflexions ce qui a donné le méme résultat). Voici un exemple :

“ s : \ Q\\\ "
N U N\ -

001 001
o015 o015 \ o015
o5 oot 0 oms oo oo oo % 20 02 %

(a) t=0 (b) t=1 (c) t=3

Le probléme est que les oiseaux ont une vitesse qui tend vers 0 alors que dans d’autres modéles
(en particulier celui de Viscek) les oiseaux tournent dans la boite. Ceci est dii au fait que le modéle
CS travaille sur chaque composante de la vitesse alors que le modeéle de Viscek modifie les angles.
Ceci a pour conséquence que le potentiel répulsif a tendance a absorber la composante orthogonale
au potentiel, donc dans le cas du cercle, la vitesse toute entiére. Voici un exemple ot ’on place les
oiseaux dans une bande délimitée par des murs paralléles pour se persuader de ce comportement :



(a) t=0 (b) t=1 (c) t=4

3.4 Ajout de bruit aléatoire

Dans le deuxiéme cas, on ajoute un terme aléatoire sur I'accélération (de moyenne nulle & tout
instant afin de conserver la vitesse moyenne constante) de cette fagon :

N
d?)i A
e NZ (i (@) = 5 ()1]) (03 () = wilt)) + &i(t)
avec &(t) = 0, Vt € [nd,(n + 1)0] ot nmod2 = 0 et § > 0 fixé. Voici ce que 'on obtient
numériquement :
(a) t=0

et le tracé de ||v(t) — v.|| associé :

L I
0 05 1 15 2 25 3
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Il n’y a jamais flocking a proprement parler mais la vitesse suit & peu prés la borne théorique,
au moins au début.
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4. Description cinétique du modéle CS

4.1 Passage aux EDP

Lorsqu’on considére un trés grand nombre de particules, il devient pertinent de raisonner sur
un modele dans lequel on considére non pas les individus un a un, mais une densité d’individus en
tout point de ’espace des phases.

On introduit la fonction de distribution pour N particules :

fN<:C17U17 ...,.I'N,'UN,t>

ol (z,v;) € R% x R? qui représente la probabilité que les particules i soient entre z; et x; + dz; a
des vitesses entre v; et v; + dv; a I'instant t.

Comme on ne peut pas distinguer les particules entre elles, la densité de probabilité fV est
symétrique en ses arguments x;, v;, et on peut donc noter :

fN(xl, v, t) = / fN(xl, vl,z v t)dx dv_
R2d(N—1)

ou (z_,v_) = (w9, V2, .., TN, UN).

Théoréme 4. La dérivation formelle de la description cinétique du systeme de Cucker-Smale
donne [’équation de type Liouville :

N

N N
O + 30 Va5 DV (Zm,xn(w - mfN) =0 (4.1)
=1 i=1

J=1

On cherche fN(xy,v1,t) en intégrant 'équation (4.1). Comme f% décroit rapidement en +oo,
on a que le terme de transport vaut :

N

/ Zvi Vo, fNdw_dv_= vy - Vo, fN(z1,01)
R

2(N-1) T

Le terme de forgage corrsepondant vaut :

Pyl N
N ; /de(zvl) ]Z:; vvi ' (T(l’i, xj)(vj - Uz')fN) dr_dv_
A
A Y S ety o)) dede

9<j<N
Donc, par symétrie de fV, on obtient :

Pyl N
N ZZI: /deu\rn Jz_; vvi ' <r<xi’ Ij)(vj - Uz')fN) dr_dv_

A

= N(N - 1) /deuv_l) r(zl, 22)Vy, - ((va — 1) fY) d_dv-

A
- ()\ — —) Vo, - (/ (1, xe)(vy — Ul)gNd:Cde)
N R2d(N—-1)

12



<N _ N )
ou g (x1,v1, e, Vo, t) = fde(N—w fY¥dxsdvs...duyduy, on a donc :

A
OfN + ;- lefN + <)\ — N) Vo, (/ d7”<$1,l’2)(v2 — vl)gNdxgdm) =0
RQ

On fait maintenant tendre N vers l'infini, on obtient les densités limites f = ]&im N (21, v1)
—00

et g = lim ¢"(x1,v1, 29, v9), qui satisfont :
N—oo

Of+uv1-Vau f+ AV, - </ r(z1, x2)(ve — vl)gdxgdv2> =0
R2d

Donc, sous ’hypothése du chaos moléculaire, c¢’est-a-dire que

g(xlavh'x?)v??t) = f(xbvbt)f(‘r?vv%t)

on a en renommant (xy,v;) — (z,v), (T2, v2) — (T4, vy) :

atf+vvxf+/\va(f7f):0

o Q(f, @, v,t) = [poar(@, @) (vi — v)f(x,0,t)f (@, Vs, t)d2 dv,, que I'on peut exprimer
comme Q(f, f) = fL[f], avec L[f|(x,v,t) = [poa 7(, 2:) (Vs — 0) f (2, Vs, t)d, v,
C’est une équation de type Vlasov, due & Ha et Tadmor ([6]).

4.2 Particules cinétique et méthode de Monte-Carlo

Pour résoudre cette équation de fagon numérique, nous avons utilisé une méthode de Monte-
Carlo directe, comme elle peut étre trouvée dans [7].
On veut trouver une solution numérique au systéme :

f(2,0,0) = g(z,v)

L’idée derriére cette méthode est d’approximer f(x,v,t) par une somme de masses de Dirac :

N
1
flz,v,t) = A E N(SXi(t) ® b (1)
i

La méthode a proprement parler est la suivante :
— tirer N particules cinétiques (X;(0), V;(0)) indépendemment et suivant la loi de probabilité
g(x,v)dzdv
— résoudre 1'équation différentielle que suit chaque (X;, V;), c’est-a-dire résoudre un sytéme de
Cucker-Smale classique.
Notons que vu le grand nombre de particules mises en jeu dans ces simulations (de 1'ordre du
millier), I'utilisation d’un solveur aussi fin que ODE/5 est totalement impossible. On a donc ici
utilisé un solveur grossier (un simple schéma d’Euler), mais qui donne de bons résultats.
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Voici une simulation faite avec le modeéle cinétique. Elle est représentée dans I’espace des phases,
et les couleurs chaudes corrsepondent & des densités de particules fortes.

(a) t=0 (b) t=0.25 (c) t=4

Voici une autre simulation faite avec le modéle cinétique. Cette fois-ci, on observe une séparation
des deux groupes initiaux.

Voici une troisieme simulation ot le comportement est divergent, mais ou des parties des deux
groupes se rejoignent.
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5. Conclusion

Le systéme de Cucker-Smale est un systéme qui était a la base censé représenter 1’évolution des
langages est un des seuls modéles capable de modéliser des compotements d’animaux visible dans
la nature (flocking) et qui soit en méme temps suffisemment simple pour qu’on ait des résultats
théoriques dessus. Les autres modéles existants (en particulier le modele de Viscek) montrent
des comportements encore plus complexes, mais il sont trés difficiles a étudier, et aucun résultat
théorique fort n’a été démontré pour aucun d’entre eux.

Ce modele est aussi un modéle simple mais robuste qui se voit souvent augmenté d’extensions
diverses. Par exemple, on a traité ici le cas d’une influence triangulaire et une zone d’influence, et
le cas général a été traité dans un cadre trés général, qui marche pour de nombreuses fonctions
d’intéraction entre les oiseaux. Ce modéle est souvent augmenté pour des problémes particuliers.
Ainsi, il existe des extensions de ce modéle pour modéliser le plasma, la photosynthése, ou encore
les environnements avec des prédateurs.
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A. Résultats de théorie des graphes

A.1 Propriétés de base du laplacien

Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux propriétés du spectre du laplacien car nous
avons vu que sa plus petite valeur propre sur I’ensemble des vecteurs de moyenne nulle joue un
role important dans les résultats théoriques. Nous allons considérer que des graphes non-orientés,
sans boucle et sans poids. On note G = (V| E), un graphe avec V, I'ensemble de ces sommets et
E, 'ensemble de ces arétes. On appelle A, sa matrice d’adjacence, L son laplacien.

Propriété 1. Soient L, le laplacien de A = (a;;)1<ij<n et A =(1,...,1) de taille N.
(i) LA =0
(”) Vo = (Ula "'7UN>7 <LU7U> = %Zz;ﬁ] ai,j(vi - Uj)z
(111) L est symétrique positive

Démonstration. (i) évident
(ii) Par symétrie de A,

(Lv,v)y = Z (Z ai,j) V2 — Z a; j0;V;

1<i<N \1<j<N 1<i,jllegN
o 1 2 2 2
= 3 @ij | vi — i, jViV; + @ij | V5

1<i<N \1<j<N 1<i,j<N 1SN \1<i<N
1
2

= 5> (v —v)

i#]

(iii) se déduit de (i)

On aurait pu voir (i7i) sans passer par (i7) :

Théoréme 5 (Gerschgorin). Soit M = (m; j)1<; j<n une matrice compleze.
Vi, soit D; = {z € C,|m;; — z| <> |my;|} (disque de Gerschgorin).

JF
Alors, toute valeur propre de M appartient a l'un des D;.

Dans notre cas, m;; = »_ |m; |, donc on en déduit que toute les valeurs propres de L sont
J#i
positives. On sait méme qu’elles sont comprises entre 0 et 2 max > a; ;.
1<i<N i J

Démonstration. Soit A une valeur propre de M, de vecteur propre x = (x1, ..., Zy).
Pour tout 7, (A —m;;)x; = > a; jz;.

J#
Soit i tel que |z;| est maximal. Comme x # 0, |z;| # 0.
@i — Al =120 ai; 21 < 30 laigll3H < 30 laiyl- O
iFi iZi i
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Définition 6 (Nombre de Fiedler). Comme on l’a vu, on peut numéroter les valeurs propres de L
de cette facon :
0:>\1§)\2§§)\N

On appelle Ay, le nombre de Fiedler de A et on le note ¢p.

Comme A est vecteur propre de 0 et que L est symétrique, alors ¢pp =
v#0 de moyenne nulle

A.2 Connexité et valeur propre 0

Comme on I’a vu dans les résultats théoriques, on est intéressé par une minoration de ¢ par
quelque chose de strictement positif. Il est donc intéressant de savoir a quelle condition nécessaire
et suffisante ¢ # 0. En effet, dans ce cas on est siir qu’il existe une constante K > 0 telle que
pour tout ¢ # 0, ¢ > K (il suffit de prendre le minimum des nombres de Fiedler non nuls des
matrices d’une taille donnée). Ce sera 'objectif des sections suivantes de déterminer une valeur
explicite de K en fonction de N.

Comme LA = 0, il est facile de voir que si G(A) a k composantes connexes alors 0 est valeur
propre de multiplicité au moins k. En particulier, si G(A) n’est pas connexe alors ¢p = 0. En
réalité, la réciproque est vraie et s’appuie sur le théoréme de Perron-Frobenius.

Théoréme 6 (Perron-Frobenius dans le cas symétrique). Soit M, une matrice réelle symétrique
a coefficients positifs dont le graphe associé est connexe.

Le rayon spectral p de M est une valeur propre simple de M.

(Ici, le graphe associé a M est le graphe de matrice d’adjacence M défini par mi; =0 sim;; =0
et 1 sinon).

Corollaire 1. ¢r = 0 ssi G n’est pas conneze.

Démonstration. < cf remarque ci-dessus
= par contraposée.
On applique le théoréme de Perron-Frobenius & J = (N — 1)Iy — L.
En effet, J est symétrique a coeflicients positifs et son graphe est celui de matrice d’adjacence
A. De plus, ses valeurs propres sont les N — 1 — )\;, donc son rayon spectral est N — 1 et la
multiplicité de N — 1 dans J est égale a la multiplicité de 0 dans L. Or, par le théoréme de
Perron-Frobenius, N — 1 est de multiplicité 1 dans J.
O]

Corollaire 2. 0 est de multiplicité k sst G a k composantes connezes.

Démonstration. 11 suffit de voir que quitte & renuméroter les sommets, A est diagonale par blocs
avec k blocs diagonaux qui sont les matrices d’adjacence des k£ composantes connexes puis d’ap-
pliquer le corollaire précédent. [

A.3 Cas d’un graphe complet

Pour le théoréme de convergence de CS-classic, on a besoin de connaitre le nombre de Fiedler
d’un graphe complet (ie de matrice d’adjacence avec que des 1). Par ce qui précéde, 0 est valeur
propre simple de L. De plus, NIy — L = A donc rg(NIy — L) = 1. On en déduit que N est valeur
propre de multiplicité N — 1 donc ¢p = N.
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A.4 Minoration du nombre de Fiedler d’un graphe connexe

On a vu que 'on pouvait minorer le nombre de Fiedler d’'une matrice associée a un graphe
connexe de taille donnée par une constante strictement positive. L’objectif de cette section est de
trouver une valeur a cette constante (voir [8] et [9]).

Lemme 5. Soit G = (V,E) non orienté, conneze, sans boucle.
Pour tout u,v € V, on note P, ,, un plus court chemin de u a v.

Alors, tout e € E appartient a au plus NT2 plus court chemins P, ,.

Démonstration. Soit e = {z,y} € E.
On définit le graphe I'. = (V, E') avec E' = {{u,v} € Etq3P,,tqe € P,,}.
Montrons que |E'| < NTQ.

— tout d’abord, montrons que si {u,v} € E" et {v,w} € E" alors {u,w} ¢ E’. Supposons par
I'absurde que {u,w} € E' et soient P, ,, P, et Py, les plus courts chemins correspondants
et orientons les de u 4 v, de v & w et de u & w. Alors, au moins deux de ces chemins empruntent
e dans le méme sens, disons de = a y.

— soit ce sont P,, et P,,, alors dist(u,y) > dist(u,z) et dist(v,y) > dist(v, x).
Or dist(u,v) < dist(u,z) + dist(v,z) < dist(u,z) + dist(v,y) et de la méme faccon,
dist(u,v) < dist(u,y) + dist(v,x). Donc, e ¢ P,, ce qui est absurde.

— soit ce sont P, ,, et P, , alors on les oriente dans I’autre sens et on revient au cas précédent

— soit ce sont P,,, et P,, et on revient au premier cas avec P, , et P, ,

— Maintenant, montrons par récurrence que |E'| < NTQ.

— lescas N =0 et N =1 sont évidents

— soit N > 2. On note deg(u) = |[{v|{u,v} € E'}|. Soit u,v € V. Si on ne peut pas
en trouver qui soient adjacents alors |E'| = 0 < NT2. Supposons qu’ils le soient. Par
ce qui précéde deg(u) + deg(v) < N. Si on prend le graphe IV = (V\{u,v}, E”) avec
E" = F'\({{u,w} € E'} U {{v,w} € E'}), alors on a |E'| = |E"| + deg(u) + deg(v) — 1.
Ainsi, par HR, |E'| < % +N-—-1= NTZ.

[]

Définition 7 (Diamétre d'un graphe). On appelle diametre de G, la longueur du plus long chemin
qui passe au plus une fois par chaque sommet. On le note diam(G).
Théoréme 7. Si G est connexe alors diam(G) > Néﬁ”
Démonstration. Soient w,v € V et P,,, un plus court chemin de v & v.
Soit x, vecteur propre de ¢p.
AlOI“S, <Ll’,[)§> = ¢F||x”2 ie Z ('xu - xv)z = ng Z x?}
{uv}eE veV
Comme A est vecteur propre de 0, L est symétrique et ¢r # 0 alors ALz donc > z, = 0.

Done, 65 5 5 (ra— 0 =200 X 22— 2N % (0 — )", -

ueV veV ueV veV {u,v}€eFE
Pour tout u,v € V, si P,, = u, vy, ..., v4_1, v donc avec k = dist(u, v)
donc si on note §({a,b}) = (z, — x3)?* alors par convexité (x, — x,)* < dist(u,v) >, d(e).
eEPu,v
Soit X{uw} : £ — {0,1} tel que xquv)(e) = 1ssie € Py,.

Alors, S 3 (wu—2,)2 < X S dist(u,0) X 8(e)xquny () = X 6(e) X dist(u, 0)x ) (0)

ueV veV ueV veV eckF eckE u,v
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2

Or, dist(u,v) < diam(G) et pour tout e, par le lemme, ) Xy} (€) < QNT.
Donc, 2N 3" d8(e) =2N Y (2, — 2,)% < opdiam(G) 3 d(e).
eck {uw}elE eck

Or, > d(e) # 0 car x LA donc diam(G) > -2+

N
ecE 24

Corollaire 3. St G est connexe alors ¢p > m.
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B. Convergence des schémas numériques

Afin de vérifier la pertinence de nos simulations numériques, il est important de savoir si elles
"approximent" correctement les solutions réelles.

B.1 Théoréme général

On considére une EDO de la forme

y'(t) = f(t,y(t))

On tente d’approximer y(t) qui vérifie cette EDO avec y(0) = yo sur [0,7] avec un pas h. On
suppose qu’il existe un entier k tel que kh =T

Définition 8 (Méthode & un pas constant). On approzime y(nh) pary, défini par

Yo = y(0)7 Yn+1l = Yn T+ th)(nh> Yn, h)

Définition 9 (consistance d’ordre p, stabilité, convergence). Soit ®, une méthode a un pas et y,
une approximation de y(t). On dit que la méthode est :
~ consistante d’ordre p si ¥t € [0,T — h|, |ly(t + h) — y(t) — h®(t, y(t), h)|| < ChPH!
- stable siVn < 7, [|@(nh, ya, h) — @(nh, ( h), )| < Mlyn — y(nh)|
| —

— convergente St hm max ||yn ( ) |
h—=0 p<T

Théoréme 8 (Condition suffisante de convergence). Si une méthode est consistante d’ordre p et
stable alors elle est convergente et

T C
Vn < W |Yn — y(nh)| < hpK(eA"h —1)

Démonstration. Montrons le par récurrence sur n.
— le cas n = 0 est évident car y(0) = yo.
— Soit n > 0.
Soit z = y(nh) + h®(nh,y(nh), h). On pose t, = nh.

[Yne1 = y(Ens)ll < My — y(@) | + AP, yn, ) — P, y(E0), R + [z — y(ar) |
< (Ah+D)lyn — y(ta)]] + CHPH
< (Ah+ 1)hp%(e“" — 1)+ Ch"*!
< eAhh”%eAt” — (Ah + 1)hp% + ChPH

— hp%<€Atn+1 _ 1)
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B.2 Convergence des RKp pour le modéle CS

Ici, nous allons utiliser le théoréme précédent sur le modé le CS avec comme méthodes, celles
de Runge et Kutta (en particulier celles d’ordre 1, 2 et 4). Nous pourrons en déduire la convergence
de ODE}5 car ce dernier est une amélioration de RK4.

Définition 10 (RK1, RK2 et RK4). Soit le probléme de Cauchy y/'(t) = f(t,y(t)) et y(0) = yo.
- RK1 : Yn+1 = Yn + hf(nh, yn)
= RK2 : yoir = Yo + hf(nh+ 5,y + 5 (nh, y,))

- RKJ
k= f(nhvyn)
~ ky = f(nh 45, o + 310)
~ ks = f(nh+ %, yn + 5ka)
= ka = f(nh+ h,yn + hk3)

— Yns1 = Yo + (k1 + 2k + 2k3 + ki)
Lemme 6 (Stabilité). RK1, RK2 et RK/ sont stables pour le modéle CS.

Démonstration. Dans notre cas, la fonction f est C'™° donc les fonctions ® définies par les RKp
sont C'*°.

Soit 7' > 0. On définit Y = {y, avec n < T} U {y(nh)avec n < T}.Y est fini donc il est inclus
dans un compact K. Or @ est C! sur [0,7] x K x [0, h] = K’ donc lipschitzienne par rapport a la
deuxiéme variable sur K’. En particulier, on en déduit la stabilité. O

Lemme 7 (Consistance). RKp est consistante d’ordre p pour le modéle CS.

Démonstration. Nous le montrons pour RK2, la preuve étant la méme pour les autres.

/ h2 1 / h "
ly(t+h)=y(8)=h@(t, y(1), W)l < [ly(t+h)—y(&)=hy'(t) = -y Ol +R S, y(t), )=y () = 5y" (1)
Si on pose M =1 sup [y®(s)|| alors par I'inégalité de Taylor-Lagrange :
s€[0,7
h2
ly(t +h) —y(t) = hy'(t) — 5" ()] < Mh?
Or, /(1) = f(t,y()) et y"(t) = G(t,y(t) + [t y()5E (¢t y())
De plus, ®(t,5(1),0) = (£, y(1)) et Z2(t,y(1),0) = S2L(t, (1)) + LD ¢y (1))
Ainsi, si on note D =1 sup |53 (s, y(s), ') alors
0<h/<h
s€[0,T
ly(t + h) = y(t) — h®(t,y(t), h)|| < (M + D)’
0

Corollaire 4. Les RKp (donc ODE}5) convergent pour le modéle CS.
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