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Résumé

Ce rapport, qui présente ’ensemble des travaux réalisés pendant notre stage de L3, se com-
pose de trois parties qui correspondent aux différentes étapes de notre stage. Dans un premier
temps, nous nous sommes intéressés a un exemple tiré de la chimie pour nous familiariser avec
les équations de réaction-diffusion, voir quels genres de phénomenes elles modélisaient et démon-
trer & la fois des estimations a priori et des résultats d’existence, d’unicité et de régularité (le
tout étant basé sur [1]). L’intérét de cette premieére partie n’étant que de développer certains
outils utilisés dans la suite, elle a été placée en annexe. Les lecteurs peu familiers avec le sujet
pourront y trouver des précisions sur les théorémes utilisés. Une fois cette "mise a niveau" effec-
tuée, nous avons travaillé sur les problémes d’instabilité de Turing avec comme objectif, sur un
exemple précis tiré de [2], de démontrer théoriquement sous quelles conditions cette instabilité
apparaissait puis de le vérifier a ’aide de simulations numériques. Ces simulations semblaient
indiquer I'apparition de nouvelles solutions stationnaires dans la zone d’instabilité et la derniére
partie de notre stage a consisté a mettre en ceuvre une méthode de preuve numérique rigoureuse
(exposée dans [7]) pour démontrer l'existence de ces solutions stationnaires.

Introduction

Dans la faune aussi bien que dans la flore, la matiére semble s’organiser selon des motifs
particuliers : on peut I'observer par exemple sur les bandes de couleur du pelage des zebres, la
pigmentation des léopards, les ailes des papillons... En 1952, le mathématicien A. Turing propose
une théorie [8], s’appuyant sur I’étude des équations de réaction-diffusion, qui modélise ce type
de phénomene. Il met en relation ’apparition de solutions stationnaires non uniformes dues a la
diffusion (appelée aujourd’hui instabilité de Turing) et la présence de telles structures organisées
dans la nature.

Cette découverte a inspiré de nombreux travaux, notamment ceux de D. Murray [5] qui
dans son ouvrage Mathematical Biology, détaille les travaux de Turing. En étudiant certaines
équations issues de la biologie, Murray réalise une "zoologie" des différentes formes et motifs qui
apparaissent dans les solutions stationnaires et remarque que ces motifs sont tres proches de
ceux observés sur le pelage des animaux (le zébre par exemple).

On retrouve des équations similaires en dynamique des populations et la aussi I'instabilité
de Turing permet d’expliquer certains comportements d’espéces observés par les biologistes.
M. Iida,M. Mimura et H. Ninomiya proposent en 2006 un modeéle décrivant le comportement
de deux espeéces en compétition ou 'une cherche a éviter 'autre [4]. Ils mettent en évidence
numériquement une instabilité comparable a I'instabilité de Turing pour certains parametres de
diffusion. C’est sur ce modele que que s’est concentrée une grande partie de notre travail.

Nous avons commencé par étudier théoriquement le systeme de réaction-diffusion proposé
dans [4] et en particulier par justifier le domaine d’apparition de I'instabilité donné dans larticle.
Nous avons ensuite mis en ceuvre plusieurs méthodes pour d’abord mettre en évidence 'existence
de nouvelles solutions stationnaires dans les cas d’instabilité puis pour tracer le diagramme de
bifurcation du systéme, c’est a dire 1’évolution (et éventuellement apparition) des solutions
stationnaires.

Une méthode communément utilisée pour se convaincre de la validité des solutions numé-
riques est de s’assurer qu’on obtient quasiment les mémes avec une discrétisation plus fine.
Cependant dans certains cas il est possible de mettre en ccuvre une méthode totalement rigou-
reuse pour prouver ’existence d’une solution au voisinage de la solution numérique. Nous avons
essayé d’adapter la méthode développée par S. Day, J.-P. Lessard et K. Mischaikow [7] & notre
systeme. Cette tache n’a pas encore totalement abouti mais nous présentons déja les premiers
résultats dans la derniere partie.



Premieére partie

Etude de l’instabilité de Turing

Préambule

Cette partie a pour objet l'instabilité de Turing dans un systeme de réaction-diffusion. La
modélisation du systeme ne sera pas traitée ici, les équations du systéme proviennent directement
d’un article de M. Iida, M. Mimura et H. Ninomiya [4]. Dans un premier temps nous allons définir
ce qu’est une instabilité de Turing, puis nous allons détailler plusieurs méthodes de simulations
numériques permettant sa mise en évidence et son étude (tous les codes sont disponibles en
annexe).

1 Systeme

On étudie le systeme de réaction-diffusion suivant :

Ou = dAu+ (r1 — a1 (u +v) —blw)u—ki(v (1— w) —uw),

M M
v = (d+aM)Av + (r1 —a1(u+v) — byw)v — é (v (1 — ]\12) — uﬂ) , (1)

Ow = dAw + (rg — ba(u + v) — agw)w.

sur le domaine Q = [0, L], avec des données initiales positives et des conditions aux bords de
Neumann.

Brievement, ce systéme modélise une dynamique de population a deux espéces en compéti-
tion, dont une peut étre dans un état "au repos" (u) ou "excité" (v) selon la présence de l'autre
espece (w). On a pour les deux especes un terme de diffusion (avec un coefficient plus important
pour v : 'espece se déplace plus vite quand elle est dans I’état excité) et un terme de compéti-
tion. Pour u et v, on a en plus le dernier terme qui correspond au passage (réversible) d’un état
a l'autre (plus il y a de w, plus u passe dans 1’état v).

1.1 Résultats a priori
1.1.1 Positivité

On va en fait montrer que sous certaines conditions sur les données initiales, on a a la fois
la positivité des solutions et le fait que w est bornée.

Proposition 1 Soient T > 0 et u, v et w des solutions C?([0,T] x [0,L]) de (1) avec des

données initiales strictement positives, et bornées pour w (win(x) > 0, vin(z) > 0, win(x) > 0 et
r

Win(x) < M Yz € [0, L]) et tels que les paramétres vérifient M > =y

a2
Alors ¥(t,x) € [0,T] x [0, L], u(t,z) > 0, v(t,x) >0, w(t,z) >0 et w(t,z) < M.

Preuve On va utiliser un lemme qui, sous des hypothéses assez générales, permet de montrer
) )

que des solutions d’équations de réaction-diffusion sont positives. Pour une preuve de ce résultat,

se référer a l’annexe (proposition 6).



Lemme Soient Q un ouvert borné C* de RN, T > 0, d > 0, ¢ € C%([0,T] x Q) et ¥ €
C%([0,T] x Q, Ry). Soit u une solution dans C*([0,T] x Q) (si elle existe) de

Juu(t, ) — dAu(t,x) = p(t, z)ult, z) + (¢, ),
avec des conditions aux bords de Neumann et des données initiales strictement positives
Vu(t,z) -n(x) =0, u(0,z)=up(x) >0
avec wiy, € C%(Q). Alors V(t,z) € [0,T] x Q, u(t,z) > 0.

On a donc déja que V(¢, z) € [0, ] [0, L], w(t, ) > 0. Pour le reste, on raisonne par I’absurde
et on définit to = inf{t € [0,T], 3= € [0, L] | u(t,z) < 0 ou v(t,z) < 0 ou w(t,z) > M}.
Sur [0,tg], on a :

1 1 w
8tu:dAu+(r1—a1(u+v)— (b1+m>w>u+€v (1—M>,

1 1 w
O = (d+ aM)Av + (rl—g—al(u—i-v)— (bl—m>w)v+um,

Ow = dAw + (rg — ba(u + v) — agw)w

Toujours d’apres le lemme, u et v sont strictement positives sur [0,ty]. Donc Jz¢ tel que
w(to, xo) = M, mais dans ce cas (méme raisonnement que dans la démonstration du lemme) on
a

8tw(t0,x0) < (7"2 — CLQM)M <0,

d’ou une contradiction avec la définition de ¢q.

1.1.2 Bornes

Proposition 2 Soient u, v, w, des solutions C%([0,T] x [0,L]) de (1) avec des conditions ini-
tiales 0 < uip(z) < K, 0 < vip(z) < K, 0 < wip(xz) < M, pour tout x € [0,L], o K € RT
!
vérifie K > ——=< o . Alors :
a

V(t,x) € [0,T] x [0, L], u(t,z) < K, v(t,z) < K.

Preuve On raisonne par l'absurde, et on pose tg = inf{t € [0,7], 3z € [0,L] | u(t,z) =
K ou v(t,z) = K}. On distingue alors deux cas :

Soit il existe zg € [0, L] tel que u(to, z9) = K et (méme raisonnement que dans la démonstration
du lemme)

Opu(to, o) = dAu(to,xo) + (r1 — a1(u(to, zo) + v(to, z0)) — brw(to, xo))u(to, o)
+ é <U(t0’$0) (1 - w(t](\),4x())) - u@o,m)W)

K
< (m-aK)K+—
€
1
< (7“1—|-*—a1K)K
€
< 0



ce qui est absurde par définition de #g
Soit il existe xg € [0, L] tel que v(tp, x0) = K. On a de méme :

ow(ty, mg) = dAv(tg, ) + (r1 — ay(u(ty, zo) + v(tg, z)) — biw(to, xo))u(ts, o)
(s o)
< (m+ % —a1K)K
< 0

ce qui est absurde.

1.1.3 Régularité

On va ici utiliser un théoréme général sur les systemes d’équations de réaction-diffusion pour
prouver qu’il existe une unique solution réguliére & notre systéme (pour une preuve, voir annexe :
théoreme 3).

Théoréme Soit  C RN un ouvert borné et régulier (C?), et soit D une matrice diagonale
de coefficients diagonauz d; > 0, i=1,....,k. On considére une donnée initiale Uy, € C*(Q,RF)
compatible avec les conditions aux bords de Neumann, et f € CQ(R’“;R]“). On suppose de plus
que f € WH(RF;RF), ce qui veut dire qu’il existe K > 0, tel que pour tout z,y € R¥,

f@) <K, [f(e) = fly)] < K|z -y

Alors, il existe une unique solution forte U € C2(Ry x Q;R¥) de I’équation

U — DAU = f(U) sur[0,T] x £,
n-VU =0 sur[0,T] x 05,
U(0,-) =Up, sur S

Le second membre de (1) étant une fonction C*° de u, v et w, maintenant que l'on sait
que les solutions sont bornées, on peut appliquer le théoréeme pour affirmer que (1) admet une
unique solution positive et que celle-ci est C? (voir la partie Application de 'annexe pour un
autre exemple d’application de ce théoréeme).

1.2 Points d’équilibre
On cherche un point d’équilibre homogene, c’est a dire une solution de :

1 w w
0:(T1—a1(u+v)—b1w)u+€<q) <1_M> _UM>’
w w

Oz(rl—al(quU)—blw)U—i_(U(l_M) _UM>’

0= (ro — ba(u +v) — aqw)w.

On suppose que les données initiales vérifient les hypotheses de la proposition 6, donc u+v > 0
et w >0, dou :
0=r1—ai(u+v)—bw,

0 =12 —ba(u+v) — aqw,

0=v-—

w.



d’ou on tire w et u + v et finalement :

r1az — 1201 ( raay — 11bo ) _ (roay — r1ba)(r1a2 — 12b1) roay — r1b2
- y Veq —

teq = M(ayag — b1b2) -

M (aras — biby)?  Hea = arag —biby

(2)

aja — bibo

On va maintenant étudier la stabilité de cet équilibre.

2 Stabilité
2.1 Instabilité de Turing
Considérons le systeme linéarisé autour du point d’équilibre :

Weq Ueq+Veq

- _ 1 we o

ot — dAa —01Ueqg — T —01Ueg + = (1 — FF)  —brtteqg — —L57 0

b — ol =1 = Weq _ 1 Weq _ Ueq+Veq ~
00 — (d + aM)AD UVeq + 2t —1Veg — = (1 — 57)  —b1veg + =437 o,

O — dAW —baweqy —boweq —A2Weq w

ol Ul = U — Ueq (idem pour v et w). On va étudier la stabilité du systeme par rapport & des
perturbations du type :

u(t, x) eyt
(t,x) | = | eun(t) | cos (x) :
w(t,x) ew(t)

Nos solutions étant définies sur [0, 1] avec dérivées nulles aux bords, on peut les prolonger
par parité sur [—1, 1], d’ou le choix des telles perturbations.

En réinjectant de telles solutions dans le systéme linéarisé, on obtient que &, €, et &, vérifient
le systeme d’EDO :

8t€u —d (’%)2 0 0 Cu
o [=[A-| 0 —@ram (%) o S B
D 0 0 —d (%)2 Ew
ou
—Q1Ueq — Zif  —O1leq + é (1= 57) —brueg — ueii;\r;eq
A= —a1veg+ 55 —a1veq — £ (1 = 5)  —brveg + “Li7=
—boWeq —boweq —A2Weq-

On dira qu’on a instabilité de Turing si le systéme est stable pour 'EDO (pour k£ = 0) mais
instable pour 'EDP (c’est le cas s'il existe un k pour lequel le systéme (3) est instable). Pour plus
d’informations sur 'instabilité de Turing et le réle qu’elle peut jouer, en biologie notamment,
voir [5].

On va étudier 'apparition de cette instabilité en fonction du parameétre d, les autres para-
metres étant fixés aux valeurs suivantes :

a1=3,a2=3, by=1,ba=1, 11 =5, 1r19=2, a=3, =001, M=1et L=1.



2.2 Etude théorique

Pour déterminer si (3) est stable ou non, il faut regarder le signe de la partie réelle des
valeurs propres de la matrice. Pour cela, on calcule son polynome caractéristique (en remplagant
les différentes constantes par leur valeur) :

421
Xka(X) = —X°— (4+3(k )? +3d(k7r)2) x*
4213 3291 421
- (83 + %(lm)z + —-d(km)* + 3d* (k)" +6d(k7r)4) X
272 421 421 291 2
b 22 g2~ B - B () — 2Rt - )~ 2

Le couple (d, k) varie a priori dans Rt x N. On va tout d’abord montrer que pour d € R,
il existe K(d) € R tel que pour tout k > K(d), le polynéome xj 4 n’admet que des racines de
partie réelle strictement négative. L’idée générale est de montrer que x4 admet toujours un
maximum local en x,,,, < 0 puis de discuter suivant les valeurs de xj 4 en Ty, et en 0. Pour
cela on commence par énoncer le résultat suivant :

n
Proposition 3 Soient n € N et P:Zale € C,[X] (avec an, # 0). Soit z € C tel que
1=0

2 Z ’az\>

P(z) =0. Alors |z| < max (

" |an|

Preuve Soit 2z € C une racine non nulle de P. Alors a,,2" = Z a;2', et donc z = —a ZE% g 1 7
(en supposant z # 0). Par inégalité triangulaire, |z| < — Z | n’all‘ ik Donc si |z| > 1, alors
z
n—1
|z] < Tl |2 Z |a;| et le résultat est démontré.
n

On a x,q(0) = %(kﬂ’)Q - %d(k‘ﬂ)z - %a@(lm)4 - %d(lm)4 —d3 (k)% — % Xk,d(0) est
un polynome de degré 3 en (km)?, donc d’apres la proposition précédente :

1 1 (3201 421 , 2727 421 2
vk>\/ (39 727 3 35) n

d+ —d? + —d
a3\ 64 4 64 + 8 + 2

(k)? est plus grand que la plus grande racine de x 4(0) donc xx.4(0) < 0.

D’autre part, xiq admet un maximum local (en effet le discriminant de xj}, ; vaut A =



VA — 2(22! 4 3(kn)? + 3d(k7)?)

36(km)* 4 20283 (km)? + 172241 > 0) en 2pmap = G

< 0.

1 1/2
Xed(Tmaz) = 3d(km)® —2(km)° + 2 (km)’! (576(km)* + 30543(J)? + T08964) /

1 3/2
— oo (576(km)* + 30543(km)? + 708964 ) /

13824
10181, ., 10181 A ) 1/2
— e ) e (k) (576(km)" + 30543(km)? + T08964)
3849029, ., 151963 A ) /2 14698951
- k 43(k 4) o
g’ (576(km)* + 30543(J)? + T08964) 516

> 3d%(km)® — 2(km)® + 3(kn)"
1 A ) 32 10181,
- 4 4 o
oy (576(km)* + 30543(k)? + T08964) o (k™)
3849029 ., 14698951
TR T

On vérifie (en développant) que :

3/2 :
(576(km)" + 30543(km)? + T08964) "% < 576% (k)54 1500000 (k) 40000000 (k1) >+600000000,

Donc
154129 54641261 24073951
maz) > 3d%(km)® — 4T ()2 -
Xh(Fmas) 2 3 (k)" = == (km)” = =g (k) 216

En utilisant & nouveau la proposition 9, on en déduit que :

1 1 /154129 54641261 24073951
vk > 71'\/1 ( )7 Xk,d(xmam) > 0. (5)

t32\ 56 T 6012 T 216

Si on est dans les cas (4) et (5), alors xj ¢ admet une racine réelle y telle que &z < y <0,
et on distingue deux cas :
Soit x1,q admet deux autres racines réelles et celles-ci sont négatives car e < 0. Soit g q

admet deux racines complexes et celles-ci ont une partie réelle A < 0. En effet la trace de la
matrice (3) vaut T'r = — (% +3(d+ 1)(k7r)2>. Donc :

2\

Tr —y

IN

Tr — Tomaz

421 1 421
o T+ 1) (kr)? — ﬂ\/576(1<:7r)4 + 30543 (k7)2 + 708964 — <2 +3(d + 1)(k7r)2>

421 421
< = s+ 1) (k)
< 5 5 (d+1)(km)

0.

IN

A



On a donc montré que dans les cas (4) et (5), le systéme (3) est stable. On vérifie que pour
d > 70, (4) et (5) sont vérifiées Vk € N*, donc pour d > 70, le systeme (3) est stable (pour
tout k € N*). Ainsi, il suffit de calculer les valeurs propres pour (d,k) € ]0,70] x N* pour
déterminer la stabilité du systeme (3). Pour d € [0,70] fixé, il n’y a d’apreés ce que l'on vient
de montrer qu'un nombre K (d) fini de valeurs de k a tester. Pour d € [0, 70] fixé on peut donc
déterminer numériquement les entiers k£ € N pour lesquels le sytéeme linéarisé est instable pour
la perturbation étudiée (cf. annexe).

Avec les parameétres indiqués, on obtient une instabilité de Turing pour d < dg ~ 0.0245
(Figure 1).

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

FIGURE 1 — Sous la courbe, le domaine de (d, k) pour lesquels le systeme (3) est instable (il est
stable pour d € [0.030, 70]).

3 Bifurcations

Avant Papparition de l'instabilité de Turing (pour d > dp), la solution triviale (2) est donc
stable, mais lorsqu’on arrive dans le cadre de l'instabilité de Turing, elle devient instable. Pour
mettre ceci en évidence, et pour avoir une idée de ce que deviennent les solutions pour d < dy
on va les calculer de maniére approchée avec Matlab.

3.1 Résolution du systéme parabolique

La premiére méthode consiste a calculer les solutions, en utilisant un schéma aux différences
finies, jusqu’a un temps t assez grand, et on remarque alors qu’on semble converger vers une
solution stationnaire.
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On définit des pas de temps et d’espace At et Az et on note ' 'approximation de u(nAt, iAx)

(idem pour v et w). Le systéme (1) se réécrit donc de la maniére suivante :

(6)
Vie{0...N}, avec N = [ﬁ] + 1. On définit u”; = uf et uly | = u Vn (cela revient a avoir
une "dérivée discréte" nulle aux bords) ainsi que u{ = u;,(0,iAx), Vi € {0... N} ol u;, est la
donnée initiale (idem pour v et w).
En notant U" le vecteur (ug ...uR;) (idem pour v et w), on peut calculer récursivement U",
V™ et W™ grace au schéma suivant :

At At At
n+l _ _9d——"_\ ™ T n _ n ny _ Y =
ul "t = (1 2d<A$)2> uy + d(Ax)2 (uipy +uiig) + At(r — ar (v +v7') — bw)ug + 5 (v

At At
ot = (1 —2(d+ aM)> v+ (d+ aM) == (vihy + i)

(Az)? (Az)?
A n o ,n
+ Aty — o (uf + o) = by — S - S ),
At At
wzﬂ+l — (1 - 2d(A:c)2> w; + dw(wﬁrl +wl ) + At(ra — ba(ul +v}') — agw;)wy,

(7)
Vie{0...N}.

On a implémenté cette méthode sous Matlab (cf annexe) et on a effectué les calculs pour
différentes valeurs de d (Figure 2).

Cette méthode est assez lourde en calculs puisque le temps nécessaire pour "atteindre une
solution stationnaire" (c’est a dire lorsque, visuellement, la solution n’évolue plus) est de Iordre
de 10 (voire plus lorsque d est proche de dy) et qu’en plus de la condition CFL (ici : 2(d +
aM)At/(Ax)? < 1) il ne faut pas que At soit trop grand sinon les solutions explosent & cause
du terme de réaction. Avec seulement 50 points de discrétisation on a dii prendre un At de
l'ordre de 107> ce qui fait au final plusieurs millions de fois I'opération (7) & effectuer pour
chaque valeur de d...

11

utl wit g +ui g — 2ug ! w kvl

L = a (A;)Q = (1= an (g + o) = brwul + (o — =),
ot g Uity vy — 207 L wt vl
S = (d+aM) = (Alx)2 = (re = an(uf o) = b — (o = =
witl _n wly +wl | — 2wk

=T R (bl o) el

n
n_ U U

7

M

n
2

w"

(]



0.24 1

0.22 * 4

0.08 | * -

0.06* ! ‘
0.015 0.02 0.025 0.03

FIGURE 2 — En abscisse la valeur de d, en ordonnée la valeur de W (0). Solutions obtenues avec
Az =2.10"2 et At =4.107°, a t = 3.10°. Les deux branches sont obtenues indépendamment en
prenant des données initiales différentes : le systeme converge vers 'une ou 'autre des solutions
stationnaires en fonction de la donnée initiale.
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3.2 Méthode de Newton, différences finies

Une autre possibilité est de partir d’une solution stationnaire pour une valeur de d > dy
donnée et de chercher une solution stationnaire du systeme avec une autre valeur de d un peu
plus petite (mais suffisamment proche de la précédente, le "suffisamment" étant a préciser) en
utilisant la méthode de Newton. On note u; approximation de u(iAzx) et U = (ug...un),
ou u est solution du systéme stationnaire (idem pour v et w). U, V et W sont des solutions
stationnaires du probleme (discret) si

Uit YZ;)E_ 2u (r1 — a1 (u; + v;) — brw;)u; + %(w - u@';/}vi wi) =0,
(d+ al) o —EAU;_)l?_ 20: + (r1 — a1 (u; +v;) — brw;)v; — é(vi - Ui]\—;vi i)=0, (8
g it "’(Z’;); — 2w + (r2 — ba(ui + vi) — agw;)w; =0,

Vie {0...N).

On est donc ramené a un probléeme du type f(U,V,W) = 0 dont on peut approximer la
solution a l'aide de la méthode de Newton.

Cette méthode demande un peu plus de travail (nécessité de calculer a la main la différentielle
de f) mais elle est beaucoup moins coiiteuse en temps de calcul. Elle présente cependant un
inconvénient qui est qu’elle va converger vers une solution stationnaire mais indépendamment
du fait que celle-ci soit stable ou instable. Ainsi lorsqu’on passe de d > dg a d < dg on risque
de continuer & converger vers la solution triviale (2) qui est toujours une solution stationnaire
du systéme mais qui ne nous intéresse plus car elle est instable. Donc si on part d’une solution
proche de la solution triviale (pour d > dy) et qu’on veut avoir une chance de converger vers
une solution de Turing (pour d + Ad < dp) il faut que Ad soit tres petit, pour que la solution
de Turing soit assez proche de la solution initiale. Dans notre cas, un Ad de I'ordre de 10712 est
nécessaire (Figure 3).

On remarque que la valeur du parametre de bifurcation obtenue ici n’est pas exactement
la méme que celle obtenue théoriquement. En effet ce dy ~ 0.02437 correspond au paramétre
de bifurcation du systeme discret, qui n’est qu’une approximation du systéme continu. Pour
un pas d’espace plus faible (Az = 1.1072) et donc une meilleure approximation, on obtient
do ~ 0.02445, qui est toujours inférieur mais plus proche de dp.

Voici maintenant un diagramme plus complet avec différentes valeurs de bifurcations (Fi-
gure 4). Les trois valeurs de bifurcations obtenues correspondent bien aux valeurs théoriques
(Figure 1) pour lesquelles une nouvelle fréquence devient instable. En observant la forme des
solutions stationnaires pour différentes valeurs de d on voit bien apparaitre ces différentes fré-
quences (Figure 5).

Les résultats observés sur cette figure 5 sont cohérents avec le modele dans la mesure ou la
premieére espece (u + v) semble éviter la seconde espeéce (w) dans le cas de l'instabilité. Méme
si les calculs ont été réalisés en dimension 1, on peut espérer avoir des résultats analogues en
dimension 2 qui pourraient expliquer la formation de groupes.

Pour la suite de notre travail, il va étre intéressant d’approximer nos solutions non pas en

discrétisant ’espace mais en décomposant ces solutions en séries de Fourier et en tronquant la
série. On va donc commencer par adapter notre méthode de Newton a cette approximation.
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FIGURE 3 — En abscisse la valeur de d, en ordonnée la valeur de W (0), Az = 2.1072. Ici on a
fait varier d de 0.024371714 & 0.024371711 avec un pas de 107!2. Les valeurs en ordonnée vont
de 0.12496 a 0.12504. Les deux branches sont obtenues séparément par la méthode de Newton,
différences finies : selon les conditions initiales, on va "suivre" I'une ou 'autre.
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FIGURE 4 — En abscisse la valeur de d, en ordonnée la valeur de W (0), Az = 2.10~2. Diagramme
de bifurcation obtenu avec la méthode de Newton, différences finies.
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4 Méthode de Newton spectrale

4.1 Convolutions

Si on note ¢, (u) le n-iéme coefficient de Fourier complexe d’une fonction u, on a la formule

suivante pour un produit :
cn(uv) = Z cp(u)en—p(v).

PEL

On en déduit la formule pour les coefficients en cosinus (ceux qui nous servirons vu la symétrie
de notre probléme) :
Z ajp) (1)ajn—p) (v).

pEZ

Si on tronque la série & un certain NV, cela se réécrit :

N N—n
(uv) N, Zap w)an—p(v) + Z ap(w)ap—n(v +Zap wanip(v) |, Vne{0...N}.
p=n+1 p=1

4.2 Implémentation
On cherche toujours des solutions stationnaires de (1) ce qui nous donne :

(dn® — r1)an(u) — éan(v) + a1a,(u?) + aran(wv) + (by + ﬁ)an(“w) - ELM“"(UU’) =0,

((d+aM)n® —r + é)an(v) + a1a,(v?) + ayan(uv) — (by — EiM)an(vw) + an(uw) =0,

eM
(dn? — ra)an(w) + bran(w?) + baan (vw) + baa, (vw) = 0,

Vne{0...N}.

En notant U = (ap(u) . ..an(u)) (idem pour v et w), on est & nouveau ramené a un probléeme
de la forme f(U, V, W) = 0 et on va pouvoir continuer a utiliser la méthode de Newton. Toujours
en utilisant Matlab (cf annexe), on obtient des résultats qui sont comparables a ceux de la
méthode précédente (figures 3, 4 et 5), avec seulement vingt coefficients de Fourier (N = 20).

Cette méthode converge méme "trop bien" : on est tellement proche de la solution triviale
pour d > dp que méme en prenant un pas de d infime, on n’arrive pas a converger vers une
solution de Turing lorsqu’on passe a d < dy. Cependant, on peut utiliser la méthode a ’envers,
c’est & dire partir avec d < dy et faire augmenter d. Si le d de départ n’est pas trop proche
de do, la solution de Turing est suffisamment éloignée de la solution triviale et, en prenant
des données initiales aléatoires, la méthode de Newton converge quand méme (raisonnablement
souvent) vers 'une ou 'autre des solutions. Mais on connait ’allure des solutions de Turing pour
d < do (Figure 5), donc on peut essayer prendre des données initiales de la méme forme, et la
décomposition de Fourier est particulierement adaptée pour cela. Avec une donnée initiale de la
forme :

Uin, = (Ueq,o, ,O) + (7“0,0,0,7‘3,0, 0, rg, )

(idem pour v et w), ou le dernier terme est un vecteur aléatoire que 1’on normalise pour que
les coefficients décroissent rapidement (en # par exemple), on va converger quasiment a chaque
fois vers une solution de Turing de fréquence 3 (Figure 5 (d)), et on peut ainsi reconstruire la
figure 4 "a lenvers".
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Deuxiéme partie
Preuve numérique rigoureuse de ’existence
des solutions stationnaires

5 Introduction

L’objectif de cette partie est de présenter une méthode numérique rigoureuse de preuve
d’existence de solutions stationnaires pour un certain type d’EDP. L’idée générale de cette
méthode est de calculer numériquement une approximation de la solution, puis de construire un
opérateur qui soit contractant sur un voisinage de cette approximation pour utiliser le théoreme
du point fixe. Le caractere contractant de I'opérateur sera vérifié en partie numériquement de
manieére rigoureuse par arithmétique d’intervalle.

Certaines preuves techniques de résultats utilisés dans cette méthode ne seront pas données
ici mais sont toutes détaillées dans [7].

Cette méthode est applicable a des équations du type :

d
Ou = L(u,v) + Z cp(v)u?,

p=0

ol v est un parameétre et L(-,v) est un opérateur linéaire.
Dans la suite on s’intéressera uniquement aux équations de la forme suivante afin de présenter
la méthode sans trop de formalisme :

Oru = dAu + aru + asu?, sur [0, 7] x [0,1] 9)

avec des conditions aux bords de Neumann. d est un parametre et aq, as sont des constantes.
On cherche donc des solutions stationnaires & ce probléme, cest & dire u € C2[0,1] tel que
pour tout x € [0,1] :
dAu(z) + ayu(x) + aou(z)? = 0. (10)
Cela équivaut & chercher u € C2?(R) paire et 2-périodique qui pour tout = € R vérifie (10). u se
+oo
ug

décompose en série de Fourier sous la forme u(x) = 5 + g upcos(nmx), ou les u, sont définis

n=1

1
par u, = 2 / u(x) cos(nmz)dzx. Les coefficients de Fourier de u doivent donc vérifier :
0
«
fn(u) := —dn2un + auy + ?2 Z Up—k| U|k| = 0, Vn € N.
keZ

On cherche donc un zéro de f:= (fo,..., fn,-..).

6 Principe de la méthode

En tronquant les séries de Fourier (on garde les m premiers coefficients) et en utilisant la
méthode de Newton (cf partie précédente) on peut calculer numériquement un zéro approché

al™ de fm) .= (fém), ) ), o Vv € R™

»JIm—1

(6%
fr(Lm)(U) = —dn21)n + a1v, + 72 Z Uln—k|V|k|, POUr T S {0, cee, M — 1}.
|k|<m
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Dans la suite on notera w = (ﬂém),ﬁgm), . ,Hggi)l, 0,...,0,...) que l'on espeére étre une bonne

approximation d’un zéro de f.
On définit maintenant 7" : u +— u — J f(u), ou

Jm) 0
1
J = a1 —dm?2
0 1 ’
a1—d(m+1)2

avec J(™) Dlinverse numérique de la jacobienne de f("™) en w(™). J est construite de fagon & étre
une approximation de Df(m)~!. C’est & cet opérateur et sur un espace de Banach bien choisi
qu’on va essayer d’appliquer le théoreme du point fixe. En effet si u est un point fixe de T, alors
u est un zéro de f car J est inversible.

Pour s > 2, on définit

Qs = {(un)neN | sup |uy|n® < —i—oo},
neN

puis W = Hwn, ou
n

[—r, 7], ne{0,...,m—1}
Wy, = A, A
" [57 S] , n > m.
ns’ ns
On utilisera la norme suivante : )
Un

[ulls = sup
n ||

ol
T, ne{0,...,m—1}
|y, | = A,
—, n > m.
nS
(Qs, || - ||s) est notre espace de Banach, et on va essayer de choisir s, A, et surtout r pour que
T soit une contraction de @+ W dans lui méme. Le choix de || - ||s fait que @+ W est la boule

fermée de centre w et de rayon 1.

Remarque : Si on suppose qu’on a des théorémes pour montrer que toute solution de (9) est
suffisamment réguliere, par exemple C? alors la suite des coefficients de Fourier associée sera
bien dans €.

Pour montrer que T est contractant, on a donc besoin de constantes K, telles que Yu,v €
u+ W

Tn(u) = Tn(v)| < Knllu —ofs (11)
et i
sup —— < 1. (12)
n [l

Pour montrer que w + W est stable par T', on va chercher d’autres constantes Y,, telles que

|T(T) — 1y, <Y, (13)
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et
K, +Y, < |wy. (14)

En effet, on aura alors que siu € u+ W

T (u) — | < |Tp(u) — T (Wn)| + | T (Un) _ﬂn’
< Kpllu—1als + Y,
< K,+Y,
<l

Donc T'(u) € W.
On pose enfin :
A= A(r) = max {As,r(m — 1)%}
et o
A= max {fmol, ol o}

Ces quantités sont définies de telle sorte que, pour tout n € N, uw, € %[—17 1] et w, C
%[—1, 1]. Elles seront utiles dans le calcul des bornes Y,, et K.

7 Calcul de Y,

Pour n € {0,...,m — 1},

Ta(@) —un| = [(Jf(@)),|
‘ (J(m)f(m) (ﬂ(m)))n‘
Pour n > m, @
| e
|Tn () — n| = m .

Pour n > m, u,, = 0 donc pour n > 2m — 1,
__ 2__ _ a2 _ _
fn(u) = —dn“u, + oqu, + ? Z Ujp— k| U |
keZ
= 0.

On a donc un nombre fini de Y, & calculer (pour n < 2m — 1) en utilisant arithmétique
d’intervalle pour controler les erreurs.

8 Calcul de K,

Pour trouver des K,, qui vérifient (11), on peut d’apres 'inégalité de la moyenne prendre

K, >sup |DT,,(u+ W)W|.

Soient w,w’ € W,

DT(u+ww = (I-JDf(u+w"))w
= (I —-J (Df(ﬂ) + D2f(U)(w'))) w, d’apres la formule de Taylor.
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Apres calcul on a que D?f(@)(w') est I'application linéaire qui & w € W associe 2aaw’w. On
a donc dans l’espace de Fourier :

(DT (u+ w'w), = (I = JDf(u)) w — 2a2J.w' xw), Vn €N, (15)
ott w' * w est le vecteur tel que Vn € N, (v’ x w) Z wln ]| W[kl
kGZ

Gréce a la forme de la matrice J, on peut décomposer (15) en considérant séparément les m
premiers termes et les suivants. L’exposant (™) signale comme précédemment qu’on ne considere
que les m premieres coordonnées.

Vw,w' € W, on a donc

(I = JDf@)w)™ = w™ — (JDf(@w)™
= ™ — 70 (Df @)w) ™
= w™ — o (pfm (u)w<m> + R (1, w))

= (10 = S D @) ) ) — g0 RO (3, ),

ouVn € {0,...,m — 1},

+o0
R = Y Py,
Z:erOO
= a3 (W + ) w
nz-l—n—l

= Q9 E Uij—nW;.
i=m

On en déduit que pour n € {0,...,m — 1} :

(DT(@+w'yw)™ = (10" = Jm D @m) ) wm — 70 R (7, w)
— 200 (W % w)™,

De plus pour n > m :

(DT (u+ww) = w,— % ((ozl — dn®)wy, + 2a(T * w), + 200 (w’ * w)n>
—dn

n
20&2

- “ar—dn? (@*w)y + (W' *w)y) .

On est donc amené a majorer des quantités du type (w’ * w),, pour n € N. Pour cela, on
énonce un lemme assez général (tres utile dans le cas ou la fonction f étudiée a une partie non
linéaire polynomiale de degré d quelconque).

Proposition 4 Soient a = 21 +2+3.5-25, @, € 4[-1,1], @, C A[-1,1], Vn € N. Soient
pENetl<p. Alors pour tout n € N :

(@« at) < (Calp,lym)r' + enp,l,m)) [1,1],
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ou

Cn(palam) = Z Un, "'ﬂnpfl ,
Zni:n
Inl‘v"'vlnp—l‘<m
et
l ) papflzp_lAl 1 1 aP AP Al
M“”m_mm<m—w4@—an—mJWm+mJ’ ns '

Ce lemme permet d’obtenir dans le cas général et donc dans notre exemple particulier une
borne polynomiale en r pour K.

On en déduit donc que pour 0 < n < m :

(DT(@+W)W))a € (|J[™ + ) [-1,1]4rFo[-1, 1]+ (217[C0)(2,0,2,m)r?) [-1,1],

n

ou
EM = | gm)||R™)|,
et
1
rim) — ‘I(m) — Jm) pglm) (g(m))’ -,
1
ou | - | désigne la valeur absolue appliquée coordonnée par coordonnée. On peut donc poser (en

accord avec la condition (11) d’apres la remarque du début de ce paragraphe) pour 0 < n < m :
Ko(r) =2 (|70|C™(2,0,2,m)) 12 + Fur + (|J™]e™ + E)
n n
Pour n > m, on utilise un lemme similaire au précédent :
Proposition 5 Soient a = 27 +2+3.5-2°, 4, € A[-1,1], @, C A[~1,1], Vn € N. Soient
p e N etl <p. Alors pour tout n € N :
P AP Al
(ﬂp_l * ﬁ)l)n - ns
apﬂp_lAl[—l, 1], n=0.

1,1, n#0

On en déduit donc que pour n > m :

_ 209 L L

(DT(m+W)W), C P —— (s )y + (W *w)y)
2|ag| 2 42 27

_— A AA)[-1,1

|041 —dn2”ns (Oé + o )[ ) ]

2|a2|a2A

o — (A+4)[-1,1]

Ainsi on pose pour n > m :

Kn _ 2|a2|a2A
|ag — dn?|ns

(4+74).
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9 Polynémes de rayon

Soit n € N. On définit le polynéme de rayon P,(r) = K, + Y, — |0,]. On a donc pour
ne{0,...,m—1}:

Py(r) = 2 (|J<m>|c(m>(2, 0,2, m))n 12+ For + (|J(m)|e(m) + E(m>)n
n ‘(J(m)f(m) (ﬂ(m>>)n‘ .

Pour n € {m,...,2m — 2} :

fn(@) As 2|ag|a?A
Pa(r) = _ s A+ A
() ‘al —dn?| n®  |a; —dn?|n® ( * )
Pourn>2m—1: )
2‘0&2|O¢ A — AS
P(r)=————(A+A) - —.
() lay — dn?|n® ( + ) ns

Par construction les bornes K, et Y,, vérifient (11) et (13). On va maintenant chercher r > 0
tel que pour tout n € N, P, (r) < 0 (ce qui nous donnera (14) et (13)). On aura alors démontré
que T admet un unique point fixe.

On peut déduire (13) de (14) parce que la suite des valeurs propres de l'opérateur linéaire

(ici ag —dn?) tend vers I'infini en valeur absolue, donc ﬁ - 0 et on a bien I'inégalité stricte.
Wy, | n—>+00

Pour trouver un tel » > 0, on détermine numériquement (rigoureusement par arithmétique
d’intervalle) pour n € {0,...,m — 1} l'ensemble I, = {r >0 | P,(r) <0}, puis l’ensemble
I= () I

ne{0,...,m—1}

Les coefficients des polynémes P, dépendant de A = max {Ag,r(m — 1)%}, il est plus com-
mode de prendre A = Ay et de vérifier que si I # (), il existe 7 € I tel que :

T(m —1)° < A,.

Si on obtient I = (), on reprend les calculs en prenant m plus grand, s plus grand ou A, plus
petit.

Si il n’existe pas de tel 7, on reprend les calculs encore une fois en prenant m plus grand, s
plus grand ou Ag plus petit.

Une fois trouvé un tel 7, il reste a vérifier que pour tout n > m, P,(7) < 0. Pour cela, on va
montrer qu’il suffit de faire un nombre fini de vérifications (par arithmétique d’intervalle). En
effet on vérifie tout d’abord que pour n € {m,...,2m — 2}, P,(7) < 0. Ensuite on pose :

u:min{|a1—dn2| | nZQm—l}
et ng > 2m — 1 tel que |y — dnd| = p. p et ng existent car la suite (\al — dn2|) est croissante
n

pour n > |0;1’. On a donc ng < max {Qm -1, |O;1|} Il suffit alors de vérifier que :

2aglo”A (A+Z) < A,
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En effet si cette condition est vérifiée alors pour n > 2m — 1 :

2|as|a? A — 2|as|a? A —
— = (A+A) < —/——(A+ A
\al—dn2|n5< + ) - uns ( T )
A
< —.
nS
Donc
P,(7) < 0.
Conclusion

L’objectif principal de ce stage, qui était ’étude de I'instabilité de Turing apparaissant dans
le systéeme (1), a été rempli de maniére satisfaisante. En effet, les résultats des simulations
numériques (notamment le diagramme de bifurcation) sont en parfait accord avec ceux obtenus
par [4] et avec les résultats théoriques concernant le domaine d’instabilité de Turing.

En revanche, nous n’avons pas prouvé I'existence des solutions stationnaires dans le domaine
d’instabilité, la méthode présentée dans la deuxiéme partie n’étant pas directement applicable
a un systeme de plusieurs équations.

Un travail ultérieur pourrait étre d’adapter cette méthode au systeme d’équations étudié
dans la premiere partie de ce rapport et de maniere plus générale a un systeme d’EDP du type :

Owur = diAut + fi(ug, ..., uy)

Oy, = dpAuy + fr(ug, ... up),

ou f1,..., fn sont des fonctions polynomiales de uq, ..., u,.
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Troisieme partie
Annexe 1 : Quelques résultats de base sur
les équations de réaction-diffusion

Modélisation et mise en équation

On se propose d’étudier les réactions chimiques élémentaires entre des espéces chimiques A;,
pour i = 1,...,q de la forme suivante :

a1A1+'--+anq\:‘51A1+---+,8q14q

a;, B; € N sont les coefficients stoechiométriques de la réaction.On suppose que la réaction a
lieu dans une cuve, ce qui revient & supposer sur le plan mathématique que le domaine spatial
d’étude Q € RN, N > 1 est régulier (C'),borné et connexe. On note a;(z,t) la concentration &
Iinstant t et au point x de I'espéce chimique A;.

On cherche a déterminer I’évolution temporelle de la concentration a;. On compte le nombre
de moles dn; de I'espéce chimique A; qui entre ou qui est créé pendant une durée infinitésimale dt
dans un volume infinitésimal 67 autour du point z € €. Il faut pour cela prendre en compte toutes
les contributions, & savoir les molécules créées par la réaction chimique, ’apport de molécules
di & la diffusion et enfin ’apport de molécules dii a la convection du fluide dans lequel a lieu la
réaction.

Réaction chimique

Le nombre de moles dn} de I'espéce A; créé par la réaction chimique pendant dt dans &7
vaut d’apres la loi d’action de masse :
1 T 1 Bj
on; = (Bi —ai)(k H a;’ —1 H a;’)ordt

J=1 Jj=1

ou k et [ représentent respectivement les constantes de vitesse de réaction.

Diffusion

Le flux molaire de molécules de l'espece A;, lorsque le fluide est au repos, vaut d’apres la
loi de Fick : j; = —d;Va;. Donc le nombre de moles 5n? de espece A; qui rentre a cause de la
diffusion pendant dt dans §7 vaut :

on? = —div(j;)ordt = —div(—d;Va;)ordt = d; Aa;)dTdt

Convection

Le flux molaire de molécules de I'espéce A; engendré par le mouvement du fluide de vitesse
u(t,x) € RY vaut : j; = ua; Donc le nombre de moles (5n§’ de I'espece A; qui rentre a cause de
la convection pendant dt dans dr vaut :

on3 = —div(j;)drdt = —div(ua;)dTdt
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Equation

On en déduit que :
on; = ony + on? + on3

q q
= (B — ) (k [[ ¥ — 1 ] a7 )ordt + diA(a;)ordt — div(ua;)drdt
j=1 j=1

D’ou
q

q
Ora; — diA(a;) + div(ua;) = (B — a;)(k H a]%' .y H aj@j)
j=1

J=1

On restreindra I’étude au cas ou il n’y a pas de convection (le fluide est au repos). On obtient
donc le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

q q
i — diAag) = (B; — o) (k [[af? =1 ][ a))si€ 1, q
j=1 j=1

Conditions aux limites

Les molécules sont confinées dans la cuve. Ainsi le flux molaire a travers la paroi de la
cuve est nul, ce qui revient a écrire que notre systeme vérifie les conditions de Neumann :
Ve € 00,Vi € {1,...,q}, n(z)-Va; =0 ou n(x) désigne le vecteur unitaire normal a 9Q2. En
effet, d’apres ce qu’on a dit précédemment, le flux molaire est donné par la formule : j; = —d;Va;.

Trois réactions chimiques basiques

Nous allons a partir de maintenant nous concentrer sur trois réactions chimiques basiques :

A+ A= B, (16)
A+ B=C, (17)

et
A+ B=C+D. (18)

Quitte a faire un changement d’échelle, on peut (au moins pour les équations (16) et (17))
se ramener a :

l=k=1, |Q =1,

ou || désigne la mesure de 2. Cela peut étre obtenu de la maniére suivante :
t 1 l
t— 7 x — |QN et (a,b) — %(a, b) pour (16)

ou (a,b,c) — é(a, b, c) pour (17).

Pour le systéme (18) il est impossible de se ramener & k = [ = 1 mais on peut avoir au moins

k = 1 simplement en posant t — T
Ensuite, nous allons d’abord décrire le systéme associé a A+ A = B. Il peut s’écrire sous la
forme suivante :

(19)

dra — dyAa = —2(a® — b)
Ob — dpAb = a® — b,
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avec les conditions de Neumann :

et la donnée initale positive :
a(0,z) = ajn(x) >0, b(0,x) = bin(x) > 0. (21)
Etudions ensuite le systéme associé & A + B = C'. 1l s’écrit :

ora — dyAa = —ab + ¢,
0 — dpyAb = —ab + ¢, (22)
oc —d.Ac=ab—c,

ou a, b et ¢ satisfont les conditions de Neumann :
n(zx)-Va =0, n(z)-Vb=0, n(x)-Ve=0, Vo € 0 (23)
et la donnée initale positive :
a(0,z) = ajp(x) >0, b(0,x) = b (x) >0, c(0,z) = cin(x) = 0. (24)
Pour finir, écrivons le systéme correspondant 8 A+ B= C + D :

Ora — dyAa = —ab + Aed,
Ot — dpy Ab = —ab + Acd,
orc — d.Ac = ab — Aed,
Ord — dgAd = ab — Aed,

(25)

ou A > 0 est un parametre issu de I'adimensionnement et a, b, ¢ et d satisfont les conditions de
Neumann :

n(z)-Va =0, n(x)-Vb=0, Vo € 09, (26)
n(x) - Ve =0, n(z)-Vd =0, Vo € 09,

et la donnée initale positive :
a(0,x) = a;n(x) =0, b(0,x) = bin(x) >0, (27)
c(0,2) = ¢in(x) =0, d(0,x) = din(x) >0

Positivité

Proposition 6 Soient Q un ouvert borné C* de RN, T > 0, d > 0, ¢ € C%([0,T] x Q) et
¥ € C?([0,T] x Q, Ry). Soit u une solution dans C%([0,T] x Q) (si elle existe) de

8tU(t, JI) - dA’U,(t, :II) = 90(t7 a:)u(t, x) + 1/’(15, ZII),
avec des conditions aux bords de Neumann et des données initiales strictement positives
Vu(t,z) -n(x) =0, u(0,z)=up(x) >0

avec ui, € C%(Q).
Alors V(t,x) € [0,T] x Q, u(t,z) > 0.
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Preuve Supposons que u ne reste pas strictement positive. On pose alors ¢ty = inf{t > 0| Jz¢ €
Q, u(ty,z0) = 0} (Vz € Q, u(0,z) > 0 et u est continue par hypothese, donc tg > 0). Pour
t € [0,to[ on peut donc définir f(¢,x) = Inwu(t,x). Pour aboutir & une contradiction il suffit de
montrer que f est minorée sur [0,o[xQ). f vérifie

_ Owu(t, x) o Vu(t,z)  |Vu(to)]? | Au(z,t)
WIE) =y AP =Gy T T e e
donc on a
2
Ouf(t,7) — dAF(t ) — %(atu(t, 2) — dAu(t, 7)) + dw
_ vt x) L [Vu(t,2)?
= elbo)+ u(t, ) d u(t, z)?
2 —llelloo,
avec

Viit,z) n(x)=0, f(0,2)=Inupn(r) > —|Inumlo-
Ve > 0 on définit ensuite f-(t,z) = f(t,2) + ||¢]loot + |[In Ui ||co + (t + 1) qui vérifie
O fe(t, x) — dAf(t,x) > ¢,
avec des conditions aux bords de Neumann et des données initiales
Vi(t,z) -n(x) =0, fA(0,z)>¢.

Si on arrive a montrer que f. > 0 on aura bien que f est minorée. On raisonne encore par
I'absurde et on pose t; = inf{t € [0,t9[| 320 € Q, f-(t1,70) = 0} (on a de nouveau t; > 0).
D’apres la définition de t1, la fonction z > f.(t1,7) admet un minimum sur Q en z.

Sixg € Q, alors Af.(t1,x9) > 0 donc Oy f:(t,x) > 0 ce qui implique que sur un voisinage a
gauche de t1, fo(t,x0) < 0, contradiction avec la définition de t;.

Si zg € 0F, on a un minimum sur Jf2 donc V f.(t1,zp) est orthogonal au plan tangent
en xp, mais d’apres les conditions de Neumann on a aussi que V f.(t1,x0) - n(zg) = 0, donc
V fe(t1,20) = 0. De ce fait Af.(t1,29) > 0 et on aboutit a la méme contradiction.

Finalement, f- > 0 sur [0, #o[x, Ve > 0, donc en faisant tendre ¢ vers 0 dans la définition
de f. on obtient que V(t,z) € [0,t0[xQ, f(t,2) > —||¢|lcoto — 1N Uin|loo > —00, ce qui achéve la
démonstration.

Proposition 7 Soient Q un ouvert borné C? de RN, T > 0, dy,dy, > 0 et a;p, bin € C%(Q) telles
que Vx € Q, ain(z), bin(x) > 0. Soient a,b € C*([0, T[xQ) des solutions de (19)-(21).
Alors V(t,z) € [0,T[xQ, a(t,x),b(t,z) > 0.

Preuve On peut directement appliquer & b la proposition précédente puisque a? > 0, ce qui
nous donne que b > 0 sur [0, 7[x(2, et on peut donc ensuite appliquer la proposition précédente
a a et on obtient le résultat.

Conservation du nombre d’atomes

Proposition 8 Soit T>0, Q un ouvert borné et régulier (C?) de RYN. Soient dy, d > 0 des
constantes de diffusion, a;, := ain(z) > 0,bin = bin(x) > 0 des données initiales dans C%(Q).
Soient également a := a(t,x), b := b(t,x) des solutions dans C%([0,T] x £2) de (19)-(21). Alors,
YVt € [0,T], on a la propriété de conservation suivante :

M= / (alt, z) + 2b(t, z))dz = / (ain(x) + 2bin(2))da
Q Q
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Preuve Par la formule de Green et les conditions de Neumann, on obtient :

/ (Gra+20i) — / (daAa + 2d,AD)
Q Q
- / (daVa - n(z) + 2daV - n())
o0
=0

On a donc Vt € [0,T7, /a+2b /am—i—Qbm =M,

Existence, unicité et régularité

Dans cette partie, on étudie les problemes classiques associés aux systémes qui nous inté-
ressent (systemes (19)-(21), (22)-(24) et (25)-(27)), c’est a dire 'existence, 'unicité et la régula-
rité des solutions. Plus précisément, nous allons montrer que pour les deux premiers systemes,
on a existence et unicité d’une solution réguliére, alors qu’on ne peut que prouver ’existence
d’une solution faible pour le troisiéme systéme (sauf dans les cas de basse dimension).

Equations paraboliques linéaires

On va ici rappeler quelques propriétés classiques concernant les équations paraboliques li-
néaires.

Existence, unicité et régularité pour des équations paraboliques linéaires

On commence par énoncer un premier théoréme pour ’équation de la chaleur avec conditions
aux bords de Neumann.

Théoréme 1 On considére 2 C RY un ouvert connexe, borné et réqulier (C?). Soit uz, € C?(Q)
une donnée initiale (compatible avec les conditions aux bords de Neumann) et ® € LP([0,T] x )
(avec T > 0 et p €]1,400[). Alors il existe une unique solution faible v € LP([0,T] x Q) au
probléme linéaire parabolique avec données initiales et conditions aux bords :

Ou —dAu = sur[0,T] x Q,
Vu-n=0 sur|0,T]x 0Q, (28)

uw(0,) = ui,  sur .

_ Deplus, u € wtr(o, T[xQ). Enfin, si on sait que pour un certain a €]0,1[, ® € CY%a([0,T] x
Q), alors u € C([0,T] x Q), et si ® € CH*([0,T] x Q), alors u € C?([0,T] x Q). Notons que
dans le dernier cas, la solution est en fait une solution forte.

Nous allons admettre ce théoreme général, mais néanmoins effectuer la démonstration sur
un cas particulier, plus accessible, en dimension 1.

Cas de I’équation de la chaleur unidimensionnelle

Dans le cas de la dimension 1, on peut donner une solution explicite du probleme (28) en
utilisant les séries de Fourier.
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Proposition 9 Soient u;, € C?([0,1]) une donnée initiale et ® € C?([0,T] x [0,1]) le second
membre (compatibles avec les conditions auz bords de Neumann).
Alors l'unique solution u := u(t,z) de (28) est donnée par la formule :

1 1 _ @ktz—y)?
u(t,x) = 2\/»/ Uin Z thldty dy

_ (2ktaz—y)?

e =) dyds

w//‘“y Zm

ot - . Uin () z €[0,1],
Uin () = {1Mn(_ﬂt) x € [-1,0],

et
- [ o(t,) xz € [0,1],
(t2) = { o(t,—x) xel[-1,0],

Existence On commence par symétriser le probleme, c’est a dire par prolonger les fonctions
par parité comme ci-dessus, puis on les prolonge sur R par 2-périodicité. On va donc naturel-

lement chercher une solution de la forme (¢, x) Z ay(t) cos(kmx). Nécessairement, une telle

solution vérifie :

Z ay(t) cos(kmx) + dz ar(t)k*n? cos(kmx) Z bi(t) cos(krz) V(t,x) €[0,T] x Q
k=0

et

Z ax(0) cos(kmx) Z cpcos(kmx) V€ Q,
k=0

ou bk( ) et ¢ sont les coefficients de Fourier de ® et i, : bo(t) = %f (t y)dy et Yk > 1,
be(t) = [1, (t,y) cos(kmy)dy (idem pour uy,). Donc Yk € N, ag(0) = ¢, et pour k& = 0 et

tG[O,T], o(t) = bo(t) donc )
t):co+/0 bu(s)ds

Pour k > 1 et t € [0, 7], a,(t) + dk?*m2ay(t) = by(t) donc par variation de la constante,

t
ai(t) = (ck +/ bk(s)edk2“25d3> eIk
0

D’ou
00 00 t
Z cke—dk%—?tcos(kﬂw) + Z </ bk(s)edk2w2sds> e—dk2ﬂ2tcos(k7rm)
k=0 k=0 \/0
ce qu’on peut réécrire :
~ 1t o (' —dk?7%t
a(t,z) = 5/ um(y)dy—i-Z/ Uin(y)e cos(kmy) cos(kmx)dy
-1 k=171
Lotort o — bt s —dk?72(t—s)
+ 5/ / O(s,y)dyds + Z/ / D(s,y)e cos(kmy) cos(kmx)dyds.
0 J-1 = Jo J-1
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1 rt ol . & t rl _
5/ / O(s,y)dyds + Z/ / @(s,y)e_(k”)zd(t_s) cos(kmy) cos(kmz)dyds
0 J-1 = Jo J-1

:% 3 /t/l (s, y)e~ B2 dlt=9) (gikm(aty) 4 ikm(@=y)) g .
k=—o00 0 /-1

Pour simplifier cette expression, on utilise sans le démontrer le théoréme suivant (voir par
exemple [2]) :

Théoréme 2 (Formule sommatoire de Poisson) Soit F € L'(R) N C°(R). On pose :

Ve €R,  F(z) = / ¢TI P (1) d

On suppose que :

IM >0, > 1 : Vr € R, |F(x)] < M(1+ |z])~ (29)
S IF(k)| < oo (30)
k=—o00

Alors on a la relation : - -
S Fk)y= Y F(k).
k=—0oc0 k=—0o0

On applique la formule sommatoire de Poisson a
t o1
Fiues / / B(s, y)e— ) d=5) (giun(a+y) o piur(@=)) gy s
0 J-1

On vérifie en effet que F € C°(R) (d’apres le théoréme de continuité des intégrales & para-
metre). Montrons que F' € L'(R) : ¢ est continue donc bornée par un réel K sur le compact
[0,¢] x [-1,1]. Donc

t 1
|F(u)] < /0 /1 2K e~ (™3 gy s
4K
—  (um)?d
8K
(0 fuleza PO =1
F' est continue donc bornée pour u < 1. Donc il existe un réel M tel que :
M
F < —, Vu e R
POl e

D’ou F € LY(R) et vérifie (29).
On calcule, pour k € Z :
. [e'¢) t rl 5 . . .
F(k) = / / / @(S’y)e(W) d(t—s) (6w7r(m+y) + €W7r(m_y))6_2mkudydsdu
—oc0 JO J—1

_ek=@+))?  dyds @h—(z=v))®  dyds

t 1 _ t ol
- o S, e 4d(t—s) _— / / ) s, e_ 4d(t—s) g
/0 /_1 (5:9) dit —s)m Jo J-1 (5:9) d(t — s)m

torl o (2k—(z—y))*
— 2// @(s,y)e_%ﬂ
0 J-1 d(t —s)m
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(d’apres le théoréme de Fubini, F' étant intégrable, et en utilisant la formule [ e—aw+iBugy —

82 =
\[e Ia).

(]
=
o
IN

Z / / —@EGoy)? y)? dyds
d(t —s)m

k=—oc0
_Ch=(z—y))?
< Z / T d4dt /
oo 1 Vd(t —s)m
1 o0
@k—(z—y))?
< [y meE Ty [t
-1 .7 Vd(t —s)
< o
oo _ @k—(z+y))? .
Eneffet y — > 72 Ke 4d converge normalement sur [—1, 1] (elle est donc continue,

intégrable sur [—1,1] et on peut intervertir somme et intégrale dans le calcul précédent). Donc
F vérifie (30).
oo o0 .
On peut donc appliquer la formule de Poisson : Z F(k) = Z F(k)
k=—o00 k=—00
D’ou
1 t rl 2 e torl 2
7/ / B(s,y)e(km)7ds cos(kwy)dyds%—Z/ / B (s,y)e” kA=) cog(kmy) cos(krz)dyds
0 /-1 /o J-1

@h—(z=9))®  dyds

1 > torl o _ @k—(z—y)”
= — q) s, e 4d(t—s) - <
2\/7?;_:00/0 /_1 (5:9) d(t — s)
/ win(y)dy + Z/ Uin (Y e~ (k) U cos(kmy) cos(kmx)dy

B Z / i )e_(Qk_z(Lg:lt_y))Q dyds
72\/7—1_]6:700 . in\Y \/%

Et on obtient bien le résultat annoncé... enfin presque. Reste a montrer que la fonction @ obtenue

De méme

N

est bien solution de I’équation.
On a vu dans ce qui précede qu’on pouvait intervertir somme et intégrale, donc notre solution
se réécrit de la facon suivante (en se rappelant que ® est 2-périodique par construction) :

(2Ic+ar—y)2

. I &t 1 _eriey?
U(t,ZE) = ﬁ Z /1U7,n(y)\/%€ 4dt dy
k=—00"

1 t &S L 1 -
P , 4d(t—s)  duyd
2 7['/0 Z /—1 (s y>\/d(t—s)e vas

1+2k (z—y)2
Uin Z/ 76 1ar - dy

Q\f / 142k Vdt

1+2k (i) 1 L(lz(yﬂ)d p
- S e t—s S
W/O / R = Y
1 - _(z—y)
= m/um(y) 2 dy

/ / e
s y e $)dyas
2\f )
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Considérons le deuxiéme terme (les mémes arguments s’appliquent au premier), qui peut
o
s’écrire :

_(e=y)? _(e=p?
1 /t—a/(i)( ) e 4d(t—s) duds + 1 /t /(i)( ) e 4d(t—s) dud
— ,Y) ———dyds +——= 5,Y) ——=dyds
2ah ) TG T avm e ) T ar=5

ve (t,2) we (t,2)

On va montrer que 'on peut appliquer 'opérateur [0y — dA] & v. et w. et que lorsque ¢ tend
vers 0, [0y — dAJv-(t,z) tend vers ®(¢t,x) et [0y — dAJw.(t,z) tend vers 0.
2

On pose Y(z,t) = e:/% (la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur). On re-

marque que pour ¢ > 0, 9, 0,0 € L®([e,t]; LY(R)). D’apreés le théoréme d’interversion
dérivée-intégrale, on peut donc appliquer opérateur [0; — dA] & v, et on a :

(z* )

[0 — dAJvs(t,x) = Dt
e

=0

= 0 —&, EZ _2 z Z:y—a:
= R/q)t +Vez)emTdz, | NoTR
x,t)

s 8-

—
e—0

d’apres le théoreme de convergence dominée.
Montrons maintenant que [0y — dA]we(t, z) tend vers 0 quand e tend vers 0. Il est important
de noter ici que les hypotheses faites sur ® (a savoir C? sur [0, 7] x [0, 1] et compatible avec les

conditions de Neumann) permettent d’avoir que ® est C'' sur [0,7] x R et que ® et ses dérivées
d’ordre 1 sont bornées sur [0,7] x R.

douett) = g [ [y Y ¢S dyds
W "od(t — s) /At —s) Y

2
e ids dyds

R
1 € / ~ y
= ——F St —s,z—y
2/ Jo / (t=s )stx/ds
L’interversion dérivée-intégrale étant justifiée par le fait que ® est bornée et que :

£ +o00 Y y2 d d £ 1 d
e 1dsdyds = —=as < +00.
/0 /0 2dsv/ ds Y /0 Vds

De méme, comme 0, P est bornée,

Yy _y
Awe(t,x) = //8(13 e 1dsdyds
\F y)2d3\/ds Y

et la majoration précédente montre que Aw,(t,x) —0> 0.
—

Pour la dérivée en temps, il suffit de réécrire w; :

1 €[ = 1 2
we(t, x) = 2\/77_/0 /@(ts,xy)\/%e_fdsdyds
R
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et les mémes arguments que précédemment donnent que dywe (¢, x) —O> 0.
e—

Finalement, on a bien : 4 € C?)0,T[xR et i — dA% = ® sur J0,T[xR. Par des argu-
ments de parité on montre facilement que 9,4(t,0) = 9,u(t,1) = 0, et en réutilisant le méme
changement de variable qu’en (31), on montre que u(t, x) v uin(z). On n’a plus qu’a définir

—

notre solution recherchée comme : u = @|jo 7[x[0,1]-

Remarque sur la régularité aux bords de la solution En supposant u;, € C?([0,1]), u
est C? jusqu’en 0, c’est & dire qu'on peut prolonger u une fonction de C?([0, T[x[0, 1]). En effet,
on va montrer que

Ve €1]0,1], wu(t,x) —> win(x),  Oyu(t,x) m OrUin(x),  Orgu(t,x) J; Oratin (),

et on peut alors naturellement prolonger u en une fonction 4 € C%(] — «, T[x[0,1]) (a > 0)
définie par :

u(t,z) site€]o,T],
’I:L(t, l‘) = t?
Uin (x) + tOpuin () + 58mum(x) si €te€]l—a,0].

Montrons tout d’abord que : Vz € [0, 1], u(t, x) S uin(x). Soit (¢,x) €]0,T[x[0,1]. On a :
—

(z—y)?

1 B 1 _
u(t,z) = M/Um(y)me 1t dy
R

1 tor. 1 _(e—y)?
) , 4d(t—s) dyd
* 2\/7?/0 R/ &9 =) vas

1 /t/(i)( ) 1 *4§Z@y)2)d d < 1 /t/|<i>(t )| 1 —%d d
—— S, —C -s S ~ —— — ST — (& s S
2w b | A=) Y 27 o Piast

<t ®lloo
— 0

et,

(z—y)?

e~ ddt dy

IN

°ﬁ\ a\

1
Uzn — Ui, Jj) ‘ ﬁ

22
|Tin (z 2dtz) — U (z)|e” Z dy

IN

/ i

R

"R

par convergence dominée, donc u(t, z) P win (x).D’autre part,
—
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2
(%u(t,x) = 2\1/7?/8x’l]m(.%'—y)\/1%6_fdtdy
R

1/t/<i>(t—sx— )Le_%d ds
Vi ) T %dsvast Y

Comme précédemment,

— 0

~ Y Y2
O(t—s,x—y e 4ds dyds
/R/ )2d3\/d3 4 t—0

a\

car @ est bornée et

+oo
e 4ds d ds = / ——ds — 0
/ / 2d8\/> 4 Vds =0

De plus, en effectuant le méme changement de variable que précedemment, on montre par
convergence dominée que :

1 _ 1 2 -
ﬁ /axum(x - y)ﬁe 1dt dy ;)) Ozl (1),
R

donc Oy u(t, x) v Oz in ().

Enfin, a partir de ’expression :

1 1 2
Gx:pu(t,lﬂ) = M/axxﬂln(.%—y)\/ae_fdtdy
R

t 2
=~ y _yZ
— 0, P(t — s,z — e ids dyds,
0 R/ ( v) 2dsvds 4

on montre par les mémes arguments que O, u(t, x) ﬁ)) Orztin(z) ( car 0, P est bornée).
%

Unicité Supposons qu'’il existe deux solutions de (28) avec u;, € C?([0,1]) une donnée initiale
(compatible avec les conditions aux bords de Neumann) et ® € C2([0,7] x [0,1]), notées u :=
u(t,x) et v :=v(t,z) et posons e = u — v.
e vérifie alors I’équation de la chaleur avec second membre nul et donnée initiale nulle :
Oe —dAe =0 sur [0,7] x Q,
Ve-n=0 sur[0,7T] x 01,
e(0,-) =0 sur Q.

On multiplie ’équation par e et on intégre, on obtient :

/ (e(t, 2)0se(t, ) — e(t, 2)Ae(t, z)) da = 0

Q

donc par la formule de Green et d’apres les conditions aux bords :

1
iat/ez(t,az) /|Ve t,x) 2dx—|—/ t,x)Ve-ndS(x /|Ve t,x)|*dr <0
Q
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Donc / ¢%(t, z)dx est décroissante en temps. Or & l'instant initial e est nulle donc / e(t, z)dx

Q Q
est nulle V¢ € [0,7] et donc e = 0 sur [0,7] x Q.

Equations de réaction-diffusion non linéaires avec second membre borné

Nous allons maintenant nous intéresser a la construction de solutions pour des systémes de
réaction-diffusion non linéaires. Grace & un simple argument de point fixe dans L?, il est facile
de prouver le théoréme suivant, qui reste vrai quand la non-linéarité appartient & I’espace W1
des fonctions bornées et Lipschitziennes.

Théoréme 3 Soit Q@ C RN un ouvert borné et régulier (C?), et soit D une matrice diagonale
de coefficients diagonauz d; > 0, i=1,....,k. On considére une donnée initiale Uy, € C?(Q,RF)
compatible avec les conditions auz bords de Neumann, et f € C*(RF;RF). On suppose de plus
que f € WLOO(R’“;]R]“), ce qui veut dire qu’il existe K > 0, tel que pour tout x,y € R¥,

f@) <K, |f(x) = f(y)| < K|z -yl
Alors, il existe une unique solution forte U € C%(Ry x Q;R¥) de I’équation

U — DAU = f(U) sur|0,T] x Q,
n-VU =0 sur|0,T] x 0, (32)
U0,) =Up,  sur Q.

Preuve On pose Uy(t,z) = Ui, (x). D’apres le théoréme 1, on sait que pour tout entier n > 0
il existe (une unique) fonction U,+1 € C%(Ry x Q;R¥) telle que

8tUn+1 — DAUn_H = f(Un) sur [O,T] X Q,
n-VUp41 =0 sur [0,T] x 0Q, (33)
Un+1(0, ) = Um sur €.

On note
ra(t) = [|Un — Un—IH%%Q)(t)-
On multiplie la différence de (33) pour n+1 et (33) pour n par Up41 — U, :

((0Up41 — DAUpt1) — (0Un — DAUR)) (Uns1 — Up) = (f (Un) = f(Un-1))(Up41 — Un)

et on intégre par partie. En notant UJ les composantes de U, on obtient :

at/ Uit — Ul dx+Zd /\v Ul,, - US)2dx
7j=1

_/ nt1 = Un) - (f(Un) = f(Un-1))dz,

ainsi, comme U, 11(0,2) — U,(0,z) =0,

t
[ 101~ Uada < [ ( [ 2 = Ul W) - f(Un—l)!dx) ds (34)
Q 0 Q

36



En utilisant le fait que 2ab < a® + b%, on obtient :
t
[10s = o < | ( [ 1Wnix = U+ 11(T) - f(Um)de) ds
0
Q Q

Or, par hypothése sur f on a que Vz,y € R¥, | f(z) — f(y)| < K|z — y|, donc :

t

/]Un+1 — Uy 2dx < / (/ |Uni1 — Unl?dz + K? / Uy, — Un_l\de) ds,
0

Q Q

Q
que 'on peut réécrire :

P (t) < /0 (e (5) + K2rm(s))ds.

De plus,

r1(t) 10 = Uol1 20y

2012y + 21 U11172(0y

IN

et comme précédemment (34),

oV @) < | FU0)-Un
donc par Cauchy-Schwartz et comme ||f|lc < K,

21Uz 0 Uil 2 < KlUillp2o)
20i|Un |2 < K
<

201|220 KT + [|Uin| 2

et finalement

r1(t) < Rr =2 || Ui 1720y +2(| Uin [l 22() +KT)?

On introduit la quantité auxiliaire

on a alors :
r(t) = 8t(etwn(t))

Donc en remplagant dans 1’équation (35), on obtient :

t
Dr(e'wn41(t)) < /0 (Br(e*wns1(s)) + K20p(e*wn(s)))ds
et comme wy,(0) =0,
et Orwn1(t) + etwny1(t) < elwny1(t) + K2etw, (1)

soit donc :
Opwn+1(t) < K2wn(t)

On obtient alors que

t
wpt1(t) < K2/ wn(s)ds
0
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(KQt)"*l ¢
Montrons alors que Vn € N, wy,(t) < RTW' On a r1(t) < Ry, donc w(t) < e 'Ryt < Rp

et par récurrence :

t (KQt)nfl
wn+1(t) < K2/0 RTW
(K2t)n
n!

< Rr

Ainsi d’apres I'équation (35), on a pour tout ¢ € [0, 71,

t
rpt1(t) < /0 (35(eswn+1(s))—I—K285(eswn(s))) ds
< elwngr(t) + K2etw,(t)
24\n 21\n—1
é etRT (K t) +K2€tRT (K t)
n! (n—1)!
K?T)"1 K?T
< T ( 2
< eRT( _1)!(n —f-K)
(KQT)n—l

Donc, finalement Vn > 2 :

(K2T)n—2

ra(t) < el RpK*(T + DW'

On en déduit que la série de terme général r, converge uniformément sur [0,7] et puisque
L>=([0,T]; L*(£2)) est complet, (U,) converge vers une certaine fonction U dans cet espace.

En passant a la limite dans I’équation (33), on obtient que U est une solution faible de (32)
sur [0,T].

On utilise maintenant la partie 'régularité" du théoréme 1. Puisque U est une solution
(faible) (sur [0,T]) de Iéquation de la chaleur avec un membre de droite dans L™, U est dans
WLP(]0, T[x ), notamment pour tout p > N, et donc dans C%¢([0, 7] x ) pour tout a € ]0, 1[.
D’apres les hypotheses sur f, cela est aussi vrai pour f(U). En conséquence, toujours en utilisant
le théoréme 1, U € C1%([0,T] x Q) pour tout a € 0, 1], et (toujours d’apres les hypothéses sur
f), il en est de méme pour f(U). On utilise une derniére fois le théoréme 1, et on obtient que
U € C%([0,T] x ), donc U est une solution forte du systéme (32) sur [0,T).

Pour démontrer 'unicité, supposons que l'on ait deux solutions fortes U et V de (32). La
méme opération qu’en (34) donne

U = V729 () < 2K||U = V|72 (1)

et comme U(0,-) = V(0,-) on a bien U = V.

Application

On va maintenant essayer d’appliquer tout ce qui précede au systéme (19)-(21), pour mé-
moire :

da — dyAa = —2(a® —b) sur [0,T] x
ob—dyAa=a®>—b sur [0,7T] x Q,
n-Va=0, n-Vb=0, sur[0,T]x 09,
a(0,-) = a;n, 20, b(0,:) =by, =0 sur Q.
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On sait déja d’apres les propositions 6 et 7 que les éventuelles solutions de ce systéme seront
positives. On voudrait maintenant utiliser le théoréme 3 pour avoir existence et unicité de la
solution. Cependant, I'application f : (a,b) — a? — b n’est pas lipschitzienne sur R? tout entier.
Mais si on arrive a prouver a priori que les solutions du systeme ci-dessus sont bornées, on aura
le résultat. C’est ce qu’on va montrer a ’aide de la proposition suivante :

Proposition 10 Soient Q un ouvert borné connexe et C* de RN, T > 0, d,, dy > 0. Soit a,
b e C?([0,T] x Q) un couple solution de (19)-(21). On suppose de plus que les données initiales
sont magjorées (i.e. 3A, B > 0 tels que a;, < A et by, < B sur Q).

Alors a < max(A,v/B) et b < maxz(A?%, B) sur [0,T] x €.

Preuve On va faire ici un raisonnement assez semblable & celui de la preuve de la proposi-
tion 6. Supposons que 3(¢, ) € [0,T] x Q tel que a(t, z) > max(A,/B) ou b(t,z) > max(A2, B).
On définit a-(t,z) = a(t,z)e = et b.(t,z) = b(t,z)e " (¢ > 0). Quitte & prendre € assez petit,
on aura donc a.(t,z) > max(A,vB) ou b.(t,z) > max(A?, B)e, ce que 'on va chercher &
contredire.

a. et be satisfont le systéme suivant :

Oae — dgAa. = e °(=2(a® = b)) — ca. = —2(a2et — b.) — ea,,
Oibe — dy. Aa = e ' (a® — b) — eb. = aZe® — b, — eb,

avec conditions aux bords de Neumann.
On définit tg = sup{t > 0|Vz € Q, a.(t,z) < max(A,VB), b.(t,z) < max(A?, B)e'}. Quitte
a prendre A et B assez grands, on peut supposer ty > 0.
Par définition de ¢, Iz¢ € Q tel que a.(tg, 29) = max(A, v/ B) ou b.(tg, 29) = max(A?, B)ec.
Si ac(to, ro) = max(A, v B), alors Aac(tg, z9) < 0 (cf preuve de la proposition 6), donc

atag(to, xo) S —2(a5(t0, IEQ)QBEtO — bg(to, xo)) — 5a5(t0, l’o)
= —2max(A, VB)%e® — 2b (g, x0)et® — emax(A, vV B)
< —2max(A, VB)?e® — 2max (A2, B)e®® — emax(A, VB)
< 0
contradiction avec la définition de tg.

Si be(tg, z0) = max(A2, B)e alors Vo € Q, b-(to,x) < b.(to,z0), donc on a de nouveau
Abs(t07$0) <O0et

Oibe(to,x0) < ac(to, z0)’e™® — be(to, mo) — ebe(to, o)
ac(to, 20)%e™® — max(A?, B)e™® — emax(A?, B)e
< max(A, VB)2%e — max(A2, B)ef — emax (A2, B)efl
< 0

méme contradiction, et la proposition est prouvée.

Finalement, si on suppose que les données initiales du systéme (19)-(21) sont C2, strictement
positives et majorées (hypothéses somme toute raisonnables pour décrire un systéme chimique)
toutes les conditions sont réunies pour qu’on puisse appliquer le théoréeme 3 et on a donc prouvé
que le systéme admettait une unique solution et que celle-ci est C? et reste bien positive.
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Quatrieme partie
Annexe 2 : Codes utilisés dans la premiere
partie

Zone d’instabilité

clear all
clc

al=3;

a2=3;

bl=1;

b2=1;

ri1=5;

r2=2;
alpha=3;
M2=1;
epsilon=0.01;

cl=(r1*a2-r2+*bl)/(al*a2-b1*b2);
c2=(r2*al-ri1x*b2)/(al*a2-b1x*b2);

L=1;

dx=0.02;
N=floor (L/dx)+1;

UO0=c1*(1-c2/M2);
VO=c1*c2/M2;
W0=c2;

Tab=0.030:-0.0001:0.002;
Resultat=[];

for d=Tab
K=max ([1/pi*sqrt (1+19863/(64*d~3)+36995/(64*d~2)) ;1/pi*sqrt(1+10518607241/(20736*d~2))]
k=0;
r=0;
A0=[-al1*U0-1/(epsilon*M2)*W0 -alxU0+1/epsilon*(1-W0/M2) -b1*U0-1/(epsilon*M2)x*(U0+V0)
-al*V0+1/(epsilon*M2)*W0 -alxV0-1/epsilon*(1-WO/M2) -b1x*VO+1/(epsilon*M2)*(U0+VO)
-b2*W0 -b2*WO -a2%WO0];

vp=max(eig(A0));

D=diag([d d+alpha*M2 d])*(pi/L)"2;
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while (k<K)
A = AO-k™2x%D;
vp=max (eig(A));
if vp>0
r=k;

end

k=k+1;
end

Resultat=[Resultat r];
end

figure(1)
clf

plot (Tab,Resultat,’-b’)
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Méthode de temps long

clear all
clc

%initialisation des parametres’,

a=0;%bornes de 1’intervallel
b=1;

r1=5;%parametres de diffusion,
al=3;

bl=1;

r2=2;

a2=3;

b2=1;

M=1;

alpha=3;

epsilon=0.01;

N=51;%pas spatiall,
h=(b-a)/(N-1);
k=1/10%h"2;%pas de temps’

X=a:h:b;

UO=(ri1*a2-r2xb1)/(al*a2-b1xb2)* (1-(r2*al-r1%b2)/(Mx(al*a2-b1%b2)));
VO=(r2*al-ri1*b2) *(ri*a2-r2*b1l)/(M*(al*a2-b1*b2)~2);
WO=(r2*al-r1*b2)/(al*a2-b1*b2);

%conditions initialesY

U=UO*ones (N,1)+(rand(N,1)-1/2)/10;
V=VO*ones(N,1)+(rand(N,1)-1/2)/10;
W=WO*ones (N, 1)+ (rand(N,1)-1/2)/10;

d=0.02;

%creation des matrices
diagA=ones (N, 1) *(1-2xd*k/h~2) ;
codiagh=ones (N, 1) *d*k/h~2;

A=spdiags([codiaghA diagA codiagAl,[-1 O 1],N,N);
A(1,1)=A(1,1)+d*k/h"2;

A(N,N)=A(N,N)+d*k/h~2;

diagB=ones (N, 1)*(1-2*x(d+alpha*M)*k/h~2) ;
codiagB=ones (N, 1)*(d+alpha*M)*k/h~2;
B=spdiags([codiagB diagB codiagB],[-1 0 1],N,N);
B(1,1)=B(1,1)+(d+alpha*M)*k/h~2;
B(N,N)=B(N,N)+(d+alpha*M)*k/h"2;
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%iterations temporelles

t=0;

newU=U;
newV=V;
newW=W;

stop=10000000;
while (t<stop)

U=newU;

V=newV;

W=newW;

S=U+V;
newU=AxU+k/epsilon* (V-W/M.*S) +k* (r1-al*S-blxW) .*U;
newV=B*V-k/epsilon* (V-W/M.*S3)+k* (ri-al*S-blxW) .*V;
newW=A*xW+k* (r2-b2*xS-a2*W) . *xW;

t=t+1;

end

figure(1)
clf

plot(X,U,’*b’ ,X,V,’*g’ ,X,W, *r’)

hold on
plot([a b]l, [UO UO], ’b’,[a b],[VO VO],’g’,[a bl, [WO WO],’r’)
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Méthode de Newton (discrétisation en espace)

clear all
clc

%initialisation des parametres’,

al=3;

a2=3;

bl=1;

b2=1;

ri1=5;

r2=2;
alpha=3;
M2=1;
epsilon=0.01;

cl=(r1*a2-r2*bl1)/(al*a2-bl1*b2);
c2=(r2*al-r1x*b2)/(al*xa2-b1x*b2);

L=1;

dx=0.02;
N=floor(L/dx)+1;

UO=c1*(1-c2/M2);

VO=c1*c2/M2;

W0=c2;

v2=1;

v3=1;

vend=1;

essai=1;

while 10%*abs(v3-v2)>=abs(vend-v2) %vérifie qu’on n’est pas sur la solution triviale
essai
U=UO*ones (N, 1)+(rand(N,1)-1/2)/2;
V=VO*ones(N,1)+(rand(N,1)-1/2)/2;

W=WO*ones (N, 1)+(rand(N,1)-1/2)/2;

D=0.005:10"-4:0.030;

% U=UO*ones(N,1)+(rand(N,1)-1/2)/10;

% V=VO*ones (N, 1)+(rand(N,1)-1/2)/10;

% W=WO*ones(N,1)+(rand(N,1)-1/2)/10;

%

% D=0.00790668727:-10"-13:0.00790668720;
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U=UO*ones (N,1)+(rand(N,1)-1/2)/10;
V=VO*ones (N, 1)+(rand(N,1)-1/2)/10;
W=WO*ones(N,1)+(rand(N,1)-1/2)/10;

D=0.0147499213:-107-13:0.0147499210;

U=UO*ones (N,1)+(rand(N,1)-1/2)/5;
V=VO*ones(N,1)+(rand(N,1)-1/2)/5;
W=WO*ones(N,1)+(rand(N,1)-1/2)/5;

D=0.024371714:-107-12:0.024371711;

Val=[];

for d=D
err=1;
k=1;

while err>10~(-6) && k<1000
temp=[U;V;W];
S=U+V;
RHS1=r1-al1*S-bl1x*W;
RHS2=r2-b2*xS-a2*W;
RHSE=1/epsilon* (V-S/M2.*W) ;

dfudv=diag(-al*U+1/epsilon*(1-W/M2));
dfudw=diag(-b1*U-1/(epsilon*M2)*S) ;
dfvdu=diag(-al*V+1/(epsilon*M2)*W) ;
dfvdw=diag(-b1*V+1/(epsilon*M2)*S) ;
dfwdu=diag(-b1*W) ;

dfwdv=diag(-b1*W) ;

dfudu=diag(-a1*U+RHS1-1/(epsilon*M2)*W) ;
dfvdv=diag(-al*V+RHS1-1/epsilon*(1-W/M2));
dfwdw=diag(-a2*W+RHS2) ;

diago=ones (N, 1) *(-2%d/dx"~2);
codiag=ones(N,1)*d/dx"2;

A=spdiags([codiag diago codiag], [-1 0 1],N,N);
A(1,1)=A(1,1)+d/dx"2;

AN,N)=A(N,N)+d/dx"2;

diago=ones (N, 1) *(-2*(d+alpha*M2)/dx"2) ;
codiag=ones(N,1)*(d+alpha*M2)/dx"2;
B=spdiags([codiag diago codiag], [-1 0 1],N,N);
B(1,1)=B(1,1)+(d+alpha*M2)/dx"2;
B(N,N)=B(N,N)+(d+alpha*M2)/dx"2;
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DF=[dfudu+A dfudv dfudw; dfvdu dfvdv+B dfvdw; dfwdu dfwdv dfwdw+A];

U=AxU+RHS1.*U+RHSE;
V=B*V+RHS1.*V-RHSE;
W=AxW+RHS2. *W;

NEW=temp-DF\ [U;V;W];
err=norm (NEW-temp) ;
%fprintf (° %4d %20.20f \n’ ,k,err)

U=NEW(1:N);
V=NEW(N+1:2%N) ;
W=NEW (2*N+1:3%N) ;
k=k+1;

end

if k>999
k

break
end

Val=[Val W(1)];

end

if k<1000
v2=Val(2);
v3=Val(3);
vend=Val (end) ;
end

essai=essai+l;
end
figure(2)

clf
plot(D,Val,’*’)
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Méthode de Newton (discrétisation en Fourier)

Une fonction auxiliaire pour calculer les coefficients de Fourier d’un produit :

function C=convo(U,V,N)
C=zeros (N+1,1);

for i=1:N
C(1)=1/2%(sum(U(1:i) .*V(i:-1:1))+sum(U(i+1:N+1) .*V(2:N+1-(i-1)))
+sum(U(2:N+1-(i-1)) .*V(i+1:N+1)));

end

C(N+1)=1/2*sum(U.*V(N+1:-1:1));

Une autre pour tracer une solution connaissant ses coefficients de Fourier :

function T=deconvo(C,X,L)

N=length(C)-1;
I=(1:N)’;

T=1/2*C(1)+C(2:N+1)*(cos (pi/L*I*X)) ;

Le programme central :

clear all
clc

%initialisation des parametres

al=3;

a2=3;

bl=1;

b2=1;

r1=5;

r2=2;
alpha=3;
M2=1;
epsilon=0.01;

cl=(r1*a2-r2*b1)/(al*a2-b1*b2);
c2=(r2*al-r1*b2)/(al*a2-bl%*b2);

L=1;
N=20;%0...N

UO=c1*(1-c2/M2);
VO=c1*c2/M2;
W0=c2;

v2=1;
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v3=1;
vend=1;

essai=1;

figure(2)
clf

while 10*abs(v3-v2)>=abs(vend-v2) %vérifie qu’on est pas sur la solution triviale
essai

U=zeros(N+1,1);
V=zeros(N+1,1);
W=zeros(N+1,1);
U(1)=2%U0+ (rand(1,1)-1/2)/3;
V(1)=2*%V0+(rand(1,1)-1/2)/3;
W(1)=2%W0+ (rand(1,1)-1/2)/3;

m=3;%choix du mode (>1 si d<0.014)
nb=floor ((N+1)/m) ;

Ri=(rand(nb,1)-1/2)%*20;
R2=(rand(nb,1)-1/2)*1;
R3=(rand(nb,1)-1/2)*2;

for j=1:nb-1
U(j*m+1)=R1(j);
V(j*m+1)=R2(j);
W(j*m+1)=R3(j);
end

U=U./((1:N+1).72);
V=V./((1:N+1).72);
W=W./((1:N+1).72);

X=0:0.01:L;
% plot(X,deconvo(U’,X,L), *b’,X,deconvo(V’ ,X,L), *g’ ,X,deconvo(W’,X,L), *r’)
% drawnow

D=0.005:10"-4:0.030;
Val=[];
for d=D

err=1;

k=1;

while err>10~(-6) && k<1000
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UU=0U;
Vv=V;
WW=W;

temp=[U;V;W];

dfudv=zeros (N+1) ;
S=1/2*(al*U+1/ (epsilon*M2)*W)’;
for n=1:N+1
dfudv(n,:)=[S(n:-1:1) S(2:N+2-n)];
dfudv(n,2:N+2-n)=dfudv(n,2:N+2-n)+S(n+1:N+1) ;
end
dfudv=dfudv-1/epsilon*eye (N+1) ;

dfudw=zeros (N+1) ;
S=1/2*((b1+1/(epsilon*M2))*U+1/(epsilon*M2) *V)’;
for n=1:N+1
dfudw(n,:)=[S(n:-1:1) S(2:N+2-n)];
dfudw(n,2:N+2-n)=dfudw(n,2:N+2-n)+S(n+1:N+1) ;
end

dfvdu=zeros (N+1) ;
S=1/2*x(al*V-1/(epsilon*M2)*W) ’ ;
for n=1:N+1
dfvdu(n,:)=[S(n:-1:1) S(2:N+2-n)];
dfvdu(n,2:N+2-n)=dfvdu(n,2:N+2-n)+S(n+1:N+1);
end

dfvdw=zeros (N+1) ;
S=1/2%((b1-1/(epsilon*M2))*V-1/(epsilon*M2)*U) ’;
for n=1:N+1
dfvdw(n,:)=[S(n:-1:1) S(2:N+2-n)];
dfvdw(n,2:N+2-n)=dfvdw(n,2:N+2-n)+S(n+1:N+1) ;
end

dfwdu=zeros (N+1) ;
for n=1:N+1
dfwdu(n,:)=1/2%b2x[W(n:-1:1)’ W(2:N+2-n)’];
dfwdu(n,2:N+2-n)=dfwdu(n,2:N+2-n) +1/2*xb2*W(n+1:N+1) ’;
end

dfwdv=dfwdu;

dfudu=zeros (N+1) ;
S=(al*U+1/2* (al*xV+(bl+1/(epsilon*M2))*W)) ’;
for n=1:N+1;
dfudu(n,:)=[S(n:-1:1) S(2:N+2-n)];
dfudu(n,2:N+2-n)=dfudu(n,2:N+2-n)+S(n+1:N+1) ;
end
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dfudu=dfudu+diag(d*(0:N) . 2-r1);

dfvdv=zeros (N+1) ;
S=(al1*V+1/2* (al*U+(b1-1/(epsilon*M2) ) *W)) ’;
for n=1:N+1
dfvdv(n,:)=[S(n:-1:1) S(2:N+2-n)];
dfvdv(n,2:N+2-n)=dfvdv(n,2:N+2-n)+S(n+1:N+1);
end
dfvdv=dfvdv+diag((d+alpha*M2)*(0:N) . 2-ri+1/epsilon);

dfwdw=zeros (N+1) ;
S=(a2*W+1/2%b2x (U+V)) ’;
for n=1:N+1
dfwdw(n,:)=[S(n:-1:1) S(2:N+2-n)];
dfwdw(n,2:N+2-n)=dfwdw(n,2:N+2-n)+S(n+1:N+1);
end
dfwdw=dfwdw+diag(d*(0:N) . 2-r2);

DF=[dfudu dfudv dfudw; dfvdu dfvdv dfvdw; dfwdu dfwdv dfwdw];

S=U+V;
I=(0:N)’;

U=(d*I."2-r1) .*UU-1/epsilon*VV+convo (UU,al*S+(b1+1/(epsilon*M2))*WW,N)
+1/(epsilon*M2) *convo (VV,WW,N) ;

V=((d+alpha*M2)*I. 2-ri1+1/epsilon) .*VV+convo(VV,al*S+(b1l-1/(epsilon*M2))*WW,N)
-1/ (epsilon*M2)*convo (UU,WW,N) ;

W=(d*I. 2-r2) .*WW+convo (WW,b2*xS+a2*xWW,N) ;

NEW=temp-DF\ [U;V;W];
err=norm(NEW-temp) ;
%fprintf (° %4d %20.20f \n’ ,k,err)

U=NEW(1:N+1);
V=NEW (N+2: 2xN+2) ;
W=NEW (2*N+3:3*N+3) ;
k=k+1;

end

if k>999
k
break
end

Val=[Val sum(W)-W(1)/2];
end
if k<1000

v2=Val(2);
v3=Val(3);
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vend=Val (end) ;
end

essai=essai+l;
end
figure(1)

clf

plot(D,Val,’*’)
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