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Introduction

On étudie, ici, la convergence uniforme presque sire de la mesure empirique
vers la mesure. On réalise cette étude afin de généraliser la statistique de
Kolmogorov-Smirnov et notamment pour trouver un test d’adéquation pour
des dimensions supérieures a deux. On essaye également, par cette étude, de
justifier un méthode permettant de trouver un classifieur optimal.

Ce probleme n’a été résolu a ce jour que pour certains exemples précis.
Kolmogorov et Smirnov se sont intéressés aux fonctions de répartition sur R.
I existe aussi quelques résultats en dimension supérieure (comme celui de
Beran et Millar). Enfin la théorie de Vapnik et Chervonenkis traite le pire des
cas. Le probleme est donc encore ouvert. On s’est inspiré de la these de Nicolas
Vayatis ( [10]), pour cette étude.

Dans ce rapport, on analysera le comportement asymptotique ou non de
la probabilité que la distance entre la mesure empirique et la mesure soit
supérieure a un certain réel. Puis, on comparera la théorie aux expériences
numeériques.

Motivations

On introduit 4 une mesure de probabilité sur R?, C un ensemble de parties
mesurables de R?. On peut estimer la mesure d'une partie ¢ € C : p(c) =
P{X: € ¢} = E[I;(X1)], grace & la mesure empirique de ¢ associée a p.
Plus précisément, on tire des variables aléatoires X, X5, ..., X,, indépendantes,

1 n
identiquement distribuées de loi p et on calcule fi,(c) = — E I3 (X;) qui est
n
i=1

la mesure empirique de c¢ associée a p. Par la loi forte des grands nombres,
on sait que fi,(c) tend presque surement vers u(c). On s’intéresse alors a la
convergence uniforme en probabilité de fi, vers p (c’est-a-dire a la version
uniforme de la loi des grands nombres), ce qui revient a étudier la probabilité

suivante K(n,u,t,C) =P {sup |fin(c) — p(c)] > t} pour n € N, 11 une mesure
ceC
de probabilité, t € R et C un ensemble de parties de R,



1.1

1.2

Il y a deux principales motivations a I’étude de cette probabilité. La premiere
vient du fait qu’elle généralise la statistique de Kolmogorov-Smirnov. La se-
conde nous vient de la théorie de la classification.

Statistique de Kolmogorov-Smirnov

La statistique de Kolmogorov-Smirnov repose sur K <n, 14, \/Lﬁ, Co> ou Cy =

{] — o0, a],a € R}, c’est-a-dire 'ensemble des demi-droites a gauche. On intro-

~ R—>R
duit F'la fonction de répartition associée a pu, F, : n
g T =+ iy Lo,y (X0)

la fonction de répartition empirique pour 1’échantillon X7, Xs, ..., X, (i.i.d. de

t - t
loi pt). Alors on a K <n, i, %,CO) =P {suﬂg |F(z) — F(x)] > %} Or Kol-
e

mogorov [8] nous donne le comportement asymptotique de cette probabilité.

Théoréme 1.1.1. (Kolmogorov) Vt € R,

+o0
t 242
li K v -9 § -1 k—1_—2k=t )
n—1>r"11‘100 <n7 'LL, \/ﬁ’C(]) k:l( ) ‘

Ce comportement asymptotique permet de construire un test d’adéquation,
c’est-a-dire un test qui permet de déterminer avec une certaine probabilité si
un échantillon suit ou non une certaine loi. Ainsi I’étude de K (n, pu,t,C) dans
le cas ou d > 2 pourrait permettre de trouver un test d’adéquation pour des
dimensions supérieures a 1. Ce probleme reste ouvert a ce jour.

Classification

Intéressons-nous désormais a la seconde motivation. Et en premier lieu, ex-
pliquons ce qu’est la classification [5] (on ne s’intéresse ici qu’a la classification
binaire). Le but de la classification est de deviner a quelle classe appartient
une observation. Par exemple, on connait la température, la pression artérielle,
le taux de globules blancs d’un patient et on veut déterminer si il est malade
ou non.

On note X € R? I'observation (dans 'exemple précédent, c’est un vecteur
a 3 composantes contenant la température, la pression et le taux de globules),
Y € {—1,1} la classe de I'observation (malade ou non). Et on représente la loi
jointe de (X,Y") par le couple (Py,n) oun(x) =P(Y =1|X = z), Vo € R.

On appelle classifieur toute fonction g : R4 — {—1,1}. Ainsi un classi-
fieur prédit a quelle classe appartient une observation (dans I'exemple, il a le
role du médecin : a partir des 3 données physiologiques, il prédit si le patient
est malade). On note G un ensemble de classifieurs (on peut, par exemple,
considérer les classifieurs qui séparent les deux classes grace a un hyperplan).
Le but de la classification est de trouver le meilleur classifieur (le meilleur
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médecin) de G c’est-a~dire celui qui minimisera un certain critére de perfor-
mance. Ici, on prend comme critere de performance ’espérance du nombre

d’erreurs commises : L(g) = E[I{Y # ¢(X)}]. On note g = argmin L(g) le
9eg
meilleur classifieur de la classe G.

; 1
Proposition 1.2.1. Soient Gy = F(RY, {—1,1}) et g*(x) = { 1—?52(5();3 1
=2

alors
Vg € Go, L* = L(g") < L(g).

Mais, en pratique, on ne connait pas la loi jointe de (X,Y) et on ne connait
donc pas ¢g*. On a seulement acces a des observations de la loi jointe : (X7, Y)),

(X2,Y2), ... ,(X,,Y,). Une stratégie possible est alors de minimiser le risque
. JR- .
empirique : L, (g) = — Z I{g(X;) # Y:}. On note g, = argmin L, (g). D’apres
n
i=1 9€9

la loi des grands nombres, Vg € G, lim Ly(g) = L(g) p.s..
n—oo
Mais a-t-on lim L(g,) = L* p.s., c’est-a-dire en prenant une suite de clas-
n—oo

sifieurs minimisant le risque empirique, approche-t-on le risque du meilleur
classifieur ?

Proposition 1.2.2. On suppose maintenant que g* € G, alors

L(gn) — L* < 2sup L. (g9) — L(g)|-
g

On considere alors la loi jointe de (X,Y) représentée par le couple (Px,7),
que l'on note v. On note ¢, = {(z,y) € R? x {—1,1},g(z) # y} et la famille
d’ensembles Cg = {¢,, g € G}. Par Borel-Cantelli et la proposition précédente,
il suffirait d’avoir une majoration de K (n,v,t,Cg) & décroissance exponentielle
en n pour que nhjEO L(g,) = L* ps..

Ainsi, I’étude de K(n, u,t,C) permettrait de jusitifier la méthode décrite
précédemment (minimiser le risque empirique pour chercher un classifieur op-
timal).

Résultats connus - Inégalités et
théoremes limites

Nous avons donné les deux principales motivations a 1’étude de la pro-
babilité K(n,pu,t,C). Intéressons-nous désormais au comportement de cette
quantité dans un cadre asymptotique ou non et dans certains cas particuliers.



2.1

2.1.1

Nous séparerons en deux cas ce travail, le cas ou C est fini et le cas ou C est
infini.

Cas fini

Nous nous intéressons ici au cas ou C est fini. La quantité étudiée ne dépend
alors plus d’un supremum mais d’un maximum. Et nous pouvons nous conten-
ter d’étudier le cas ou C n’a qu’un élément. En effet,

Cje{cl7“'7ck}

P (| max linle) = n(e)] > £) =P (3] € {1k lin(ey) — (e > ) =

=P (U {|itn(c;) — pley)| > 1) <D P (|finlcs) — pley)] > 1)

J=1

< kemax P ([iin(cs) — pley)| > )

Dans cette partie, nous supposons donc que C = {c} et la probabilité
étudiée devient donc :

K<n7:u7t7 {C}> :P{}%ZH{Xﬁc} _E[HX1GCH > t} :P{|%ZY; _]E[}/i]} > t}

ou Y1,Ys, ..., Y, ~ B(P[X; € ¢]) i.i.d.. On consideére, par la suite, Y7,Ys, ...,
Y, ~ B(p) i.i.d..

Inégalités

Nous donnerons ici trois inégalités simples (pour plus d’inégalités de concen-
tration voir 1 ’article [6]).
Commencons par utiliser I'inégalité bien connue de Chebychev.

Proposition 2.1.1. (Chebychev) Vt € R, Vn € N
1 n
K.t {c) =P{\5;Yi B[] > t}

<U@T(%Z?:1Yi) p(l—p) _ 1

- 12 nt?2 T 4nt?

On a alors une majoration de K (n, u,t,{c}) qui ne permet d’utiliser Borel-

Cantelli et d’avoir la loi uniforme des grands nombres puisque Z
neN

Ve diverge.
n

Quant a l'inégalité de Hoeffding, elle donne une majoration a décroissance
exponentielle qui permet d’utiliser Borel-Cantelli.
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Proposition 2.1.2. (Hoeffding) Les variables aléatoires Y; étant comprises
entre 0 et 1 avec une probabilité égale a 1, Vt € R, Vn € N,

K(n,u,t,{c}) :P{’%iﬁ» —EW]| > t} < 2exp (—2nt?).

A partir d’un certain rang, I'inégalité d’Hoeffding est bien meilleur que celle
de Chebychev du fait de leur comportement quand n tend vers 4o0.

Corollaire 2.1.2.1. Vc € C, fi,(c) converge uniformément presque sturement
vers u(c).

Preuve 2.1.2.1. Comme la somme Z exp (—2nt2) converge, par Borel-Cantelli
neN

P{Nxen Unzn {lin(c) — u(c)| > t}} =0, vVt € R,

Or,
P{Nyen Un>n {|fin(c) — p(c)| > t}}
=P{3IN € N,Vn > N, |f,(c) — u(c)| > t}.

P{ tim_ ()~ u(0)] =0}

n—-+00

1
:P{Vi e NNVN e N;dn > N, |ji,(c) — pl(e)] < ;}

1
=1 —P{Hi e N,aN e N,Vn > N, |, (c) — p(c)| > —,}
i

1
~ 12U {3V € NV 2 Wi - o) > 1}
1
> 1 —ZIP’{HN e N,Vn > N, |jin(c) — p(c)| > —,} =10

- 1
€N

Utilisons maintenant la méthode de Chernoff (cette technique est aussi
utilisée dans la démonstration de I'inégalité d’Hoeffding) : pour une variable

aléatoire X et un réel t, on écrit la majoration suivante grace a Markov P[X >

sX

f] = Ple’X > ] < [es ]
e

Proposition 2.1.3. (Chernoff) On note Vt € R, Vp € [0, 1]

et on minimise ensuite le membre de droite en s.

L(t,p) = (1 —p—t)log(w) + (t +p)log (]%t),

1+t—p

p—1
1—p )’

A(t,p):(1+t—p)log( )+(p—t)log(7
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alors
K(n,pt,{c}) = [\—ZY IEY1H>t]
S efnr(tvp) + ean(tJ)) S 267’”’ mm( ( ,p),A( 9p))

Preuve 2.1.3.1. Utilisons la méthode de Chernoff dans le cas ouY = % Yoy
avec Y; ~ B(p = P[X; € ] = Xc)). Et nS suit alors une Bernouilli de pa-

rametres n et p.
E[esn(YfE[Y])]
Alors Vs € R, P[Y —E[Y] > t] < ————— = ¢ nENIHIE[ensY] =

enst
et (pes 4 1 — p)". On note T'y(s,t,p) = sp + st — log(1 — p + pe®) et
on a donc démontré que

1 n
Vs € R, ]P)[ﬁ Z}fl — E[}/l] > t] < efnrl(s,t,p)'

Minimisons maitenant le terme de droite en s, c¢’est-a-dire maximisons I'1(s,t,p)
en s. Par le calcul des dérivées premiere et seconde, on trouve que I'y(s,t,p)

est minimale pour s* = log (%) et alors I'y(s*,t,p) =T'(t,p) = (1 —p—

t)log (22 t) + (t+ p) log (p+t) On a donc

Pllin(c) — u(c) > 1] < e — =n[0-p-os (1525 siermion (£52)]

En procédant de méme pour P[E[Y] —Y > t|, on obtient Vs € R, P[E[Y}] —
LS Y > t] < e mMhe) og Ay(s,t,p) = st — sp — log(pe® + 1 — p). Et on

trouve une valeur mazximale pour Ay at et p fixrés en § = log (ﬁ—g%) et on

a alors A(t,p) = A (S, t,p) = (1 +t — )10g<1+t p) + —t)log( p ) On a
donc

Pl(c) — pin(c) > 1] < e7mMER) = ¢ |(rt-mios (4552) +o-rtos (252

Finalement, comme les événements {u(c) — pn(c) >t} et {un(c) — pu(c) > t}
sont disjoints, on a

K(n,ut,{c}) = [\—ZY IEY1H>t]

< e—nF(t,p) + 6—nA(t,p) < 26—n.min(F(t,p),A(t,p)) 0

Et cette borne, comme celle d’Hoeffding, décroit exponentiellement. Elle
permet donc d’utiliser Borel-Cantelli.
On pourra comparer ces comportements sur la figure 1.

Nous avons ainsi tenter de décrire le compotement a distance finie (non

asymptotique) de K (n, u,t,C) quand C = {c}. Etudions désormais le compor-
tement asymptotique de K(n, u,t,C), toujours dans le cas fini.

8



2.1.2

25

0&-

FIGURE 1: Le comportement des majorants en fonction de n pour différentes
valeurs de t.

Techniques de grandes déviations

Les techniques de grandes déviations permettent de comprendre le com-
portement des événements A dont la probabilité (1,(A)) décroit exponentiel-
lement, avec (v,) une suite de mesures de probabilité. Les résultats sont donnés

1
sous la forme lim —log(v,(A)). Pour plus de précisions, on pourra lire [9] et
n—oo M,
[3].
Commencons par donner quelques définitions générales.

Définition 2.1.1. (semi-continuité) On dit qu’une fonction f est semi

continue en xo si limsup f(z) < f(xo).
T—T0

Définition 2.1.2. (fonction de taux) On dit qu’une fonction I définie sur
un espace métrisable E a valeur dans [0, 00] est une fonction de tauz si

i) I n’est pas indentiquement égale a oo,

i1) I est semi-continue inférieurement,
i11) YL > 0, lensemble {x,I(x) < L} est compact.

Définition 2.1.3. Une famille de mesures de probabilité (v,)nen vérifie le
principe de grandes déviations avec une fonction de taux I si

1
i) VF C E fermé, limsup —log(v,(F)) < — inf I(x)

n—oo 1 zeF
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1
it) YO C E ouwvert, liminf —log(v,(0O)) > — inf I(x).

n—oo 1 €0

Nous venons de donner le cadre général des techniques de grandes déviations,
revenons a l’étude asymptotique de notre probabilité avec le théoreme de
Cramér.

Théoréme 2.1.1. (Cramér) On note Y1,Ys, ..., Y, ~ 7 i.i.d. d valeur dans

1 n
R. On définit S, = — Z Y; et on appelle v, la loi de cette somme. On introduit
n
i=1
() = E[e] et I(x) = sup[fx — log ®(0)]. Alors I est une fonction de taus;
0

de plus, (v,) vérifie le principe de grandes déviations avec cette fonction de
tauz I.

Donnons également quelques propriétés utiles de I.

Proposition 2.1.4. I est convexe, atteint son minimum en m = E[Y]] et est
donc décroissante sur] — oo, m| et croissante sur [m,+oo|.

Utilisons ce résultat pour notre probleme, c’est-a-dire Y3, Ys, ..., Y;, ~ B(p)
i.d.d..

Proposition 2.1.5.

lim < log(K (n, i.t, {c})) = — min(A(t, p), T(t, p)).

n—oo M

Preuve 2.1.5.1. Calculons alors la fonction de tauzr associée a notre probleme.
On a ®(0) = pe’ + (1 —p) et

I(z) = st;pwx — log(®(0))] = xlog (%) + (1 —2)log (1 - ;)

On obtient donc par le théoréme de Cramér avec k > t, F' = [p+t,p+ k]
et O =|p+t,p+Ek[

1
— inf  I(z) <liminf —log(v,(Jp + t,p + k)
n

z€]p+t,p+k| n—00
< limsup~log(va(lp+t,p+ k) < — _inf I(x)
imsup — log(v, , < — in ).
B n%oopn & P b € [p+t,p+k]
Or inf I(z)= inf I(z)=I1(p+t
z€]p+t,p+k| ( ) z€[p+t,ptk] ( ) (p )

1 1
et liminf —log(v,(]p + t,p + k[)) = liminf — log(v,([p + t,p + k])) car v, (Jp +
n—oo N n—oo T

t,p+k[) =vallp+t,p+k]) et de méme pour la limite supérieure.
Finalement,

1
Vk >t, lim —log(v,(]p+t,p+ k)

n—oo N,

10



2.2

2.2.1

— tim < log(va([p+t.p+ K])) = —I(p+¢).

n—oo M,

1
Et donc, lim —log(v,(Ip +t,+00])) = —=I(p + t).
n—oo N,
En procédant de méme avec k >t, F =[p—k,p—t] et O =|p—k,p—t],
1
on obtient lim —log(v,(] —oo,p—t[)) = —1(p —t).
n—oo M,

Et aveck > t, F = [p—k,p—t|U[p+t,p+k] et O =|p+t,p+k[Ulp—k,p—t],
on a

lim %log(K(n,,u,t, {c})) = lim llog(IP’[Sn €] — oo,p — t{U]p + t, +ox[])

n—oo n—oo N

= lim ! log(v(] — 00, p — t{U]p 4+ t,4+00[)) = —min(I(p — t),[(p + t)).

n—oo 1

On remarquera que I(p —t) = A(t,p) et I(p+1t) =T(t,p). D’ou le résultat.c

Cas infini

Intéressons-nous désormais au cas infini et dans un premier temps revenons
a 'exemple des fonctions de répartition sur R dont on a déja parlé dans les
motivations.

Fonctions de répartition sur R

Nous avons déja vu que K(n, u, \/LE,CO) =P {ilel]g |F.(z) — F(x)|> %}
avec F la fonction de répartition de la loi p, E, la fonction de répartition
empirique et Cy = {| — 00, al,a € R} 'ensemble des demi-droites a gauche. De
nombreux résultats (tant asymptotiques que non asymptotiques) ont déja été

trouvés dans ce cas.
Donnons tout d’abord les résultats asymptotiques.
Le théoreme de Glivenko-Cantelli nous donne la convergence uniforme

en probabilité de la fonction de répartition empirique vers la fonction de
répartition.

Théoréme 2.2.1. (Glivenko-Cantelli)

lim K (n, u,t,Co) = i ]P( Fo(z) - F t)zo.
Jim K(n,p1,t,Co) = lim ilelﬂg| () = F(z)] >

On s’intéresse maintenant a la vitesse de convergence, Kolmogorov [8] a
décrit cette vitesse :

11



2.2.2

Théoréeme 2.2.2. (Kolmogorov)

t . t
lim K (n, g, ——,Co) = 1i IP( Fo(z)—F >—)
lim K (n, u NG o) = lim_ {ilelﬂg}l () — F(2)] Tn

+oo
=2 (1) Texp (—2k7%)
k=1
Ce théoreme implique notamment le théoreme de Glivenko-Cantelli.

Smirnov s’est quant a lui intéressé a la méme probabilité sans la valeur
absolue.

Théoréme 2.2.3. (Smirnov)

- t
lim P(sup Fo.(x) — F(x) >

n—-+00 z€R n

) = exp (—2t2)

en sachant que IP’(supxe]R Ey(z) — F(z) > L) < P<SUP{IGR} |Fu(z) —

F(z)| > %ﬁ)

Ces deux derniers résultats décrivent la loi de la limite de /1 supy, cp) | (2)—
F(z)| et de v/nsup,cg (Fn(x) — F(x)).

Le principal résultat non asymptotique est celui de Dvoretzky-Wolfowitz-
Kiefer amélioré par Massart [7] :

Théoréme 2.2.4. (Dvoretzky- Wolfowitz- Kiefer, Massart)

K(n,p,t,Cy) = P(sup |, () — F(z)| > t) < 2exp (—2nt?).

z€R

Et on voit qu’ici aussi, on trouve un majorant de décroissance exponentielle
(comme dans le cas fini).
On remarquera que les résultats ne dépendent pas de la probabilité .

Un résultat pour les demi-espaces en dimension quelconque

Dans leur article [4], Beran et Millar nous donne le comportement en +oo
de K(n,p,t,C) dans R?, g > 2 pour Cg I’ensemble des demi-espaces.

Définition 2.2.1. (Sphére unité) On note S, = {s € R, ||s|]s = 1} la
spheére unité.

Définition 2.2.2. (Demi-espace) Un demi-espace A(s,u) est défini par deuz
parametre s € S et u € R : A(s,u) = {z € RY, (s, x) < u}.

12



Définition 2.2.3. L’ensemble des demi-espaces est C¢ = {A(s,u),(s,u) €
S9 x R}.

Définition 2.2.4. (Processus gaussien) Un processus { X, t € R} est un
processus gaussien si pour tout entier n et pour tout n-uplet —oo < ty < ty <
e <ty < 400, le vecteur (Xy,,...Xs,) est un vecteur gaussien.

Théoréme 2.2.5. (Beran et Millar) Si on note W = {W(s,u), (s,u) €
Sy x R} le processus gaussien de moyenne nulle et de covariances :

E[W (s, u)W(s',u')] = P[A(s,u) NA(s',u")] — P[A(s, w)|P[A(s", v)], alors

lim K (nu%c) ~ i P{\/ﬁsup in(€) = ()] > t}

n—oo C€C6

s,u)€8¢ xR

:IP’{( sup |W(s,u)| > t}.

Dans ce cas particulier, Beran et Millar ont pu décrire de fagon précise la

1
loi asymptotique de —= sup |, (c) — p(c)|.

\/ﬁ ceCe

2.2.3 Théorie de Vapnik-Chervonenkis

Introduisons quelques concepts de la théorie de Vapnik-Chervonenkis ( [10])
afin de donner des résultats sur K (n, u,t,C), les plus généraux possibles et non
asymptotiques.

Tout d’abord, donnons quelques définitions afin de décrire la complexité
combinatoire de C.

Définition 2.2.5. (trace)La trace de C sur un ensemble de points de R?
(‘rn = {xthu ""rn}7'r17x27 R 7 S Rd) est tr(c,xn> == {xn M C,C I~ C}

Exemple 2.2.5.1. Dans R, pourz® = {—1,2,3} et Cy = {]—00, al, [a, +oc[,a €
R} l’ensemble des demi-droites, tr(C,z") = {0, {—1},{-1,2},{—1,2,3},{2,3},{3}}.

Définition 2.2.6. Le cardinal de la trace est noté N(C,z") = |tr(C,z")|. On
remarque que N(C,z™) < 2™ (nompre de parties de x™).

Exemple 2.2.6.1. On reprend l'exemple précédent et N(C,z") = 6 < 23.

Définition 2.2.7. (n-iéme coefficient de pulvérisation)On appelle le n-
iéme coefficient de pulvérisation de C le plus grand cardinal de la trace de C et
de tous les ensembles de n points de R? : s(C,n) = sup N(C,z").

Exemple 2.2.7.1. Pour l'ezemple précédent, s(Cy,1) = 2 = 21 5(Cy,2) =
4 =22 5(Cy,3) =6 < 2%
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Définition 2.2.8. (dimension VC) La dimension VC de C est V(C) =
max{k € N : s(C, k) = 2*}. C’est la plus grande valeur de k telle qu’il existe
un ensemble z* de k points de R? tel qu’en linterceptant avec les ensembles ¢
de C, on obtient toutes les parties de z*.

Exemple 2.2.8.1. Toujours pour l’exemple précédent, on a V(Cy) = 2.

Exemple 2.2.8.2. Dans R, pour Cy = {] — 00,al,a € R}, c’est-a-dire 'en-
semble des demi-droites a gauche, V(Cy) = 1.

Exemple 2.2.8.3. Dans R, pour C3 = [a,b],a,b € R}, c’est-a-dire I’ensemble
des segments, V(C3) = 2.

Exemple 2.2.8.4. Dans R?, pour C; = {] — 00,a]x] — 00, b],a,b € R} I’en-
semble des orthants, V(Cy) = 2.

Exemple 2.2.8.5. Dans R?, pour Cs I’ensemble des polygones, V(Cs) = +oc.

Exemple 2.2.8.6. En dimension quelconque d, pour [’ensemble des demi-
espaces Cg, V(Cs) = d + 1.

Définition 2.2.9. (entropie VC) Soit X" un échantillon i.i.d. X1, X, ...X,,
de loi pi, Uentropie VC de C et p est : H(C, p,n) = E[In(N(C, X™))].

Maintenant que nous avons défini la dimension combinatoire, énongons
quelques résultats.

Sous certaines hypothese, on peut généraliser le théoreme de Glivenko-
Cantelli : (théoreme di a Vapnik et Chevonenkis)

Théoréme 2.2.6. (Vapnik et Chevonenkis) Pour une probabilité donnée
1 et une famille d’ensembles C :

VteR lim K(n,u,t,C) = lim P {Sup |fn(c) — p(c)| > t} =0
n—oo

n——+oo ceC

H
ssi lim —(C’ o)

n—-+4o0o n

=0.

Remarque 2.2.6.1. Si la dimension VC de C est finie, alors quelque soit la
probabilité w, ’hypothese sera vérifiée et on aura donc une convergence uni-
forme en probabilité de i, vers p.

Et si la dimension VC de C est finie, Vapnik et Chervonenkis nous donnent
une majoration de K (n, u,t,C).

Théoréme 2.2.7. (Vapnik et Chevonenkis) SiV(C) < oo, Vt € R,Vn € N

2en \V(©) nt?
K t.C) < 4(=—— B
Sﬁp (n,p,t,C) < (V(C)> eXP( < )
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3.1

Cette majoration est uniforme en pu, le majorant est donc valable dans le
pire des cas. On se doute donc que dans des cas particuliers, cette majoration
n’est pas optimale.

Expériences numériques

Cadre des simulations et objectifs

Nous allons maintenant estimer la probabilité étudiée K (n,pu,t,C) afin de
pouvoir comparer la théorie a la réalité.

Donnons tout d’abord le cadre des simulations. Nous travaillerons dans R
avec p et n fixés. On prendra p ~ U([0,1]) et on étudiera plusieurs cas de
familles C d’ensembles.

Théoriquement, nous avons trouvé plusieurs majorations de K(n, u,t,C)
(les inégalités dues a Chebychev, Hoeffding, Chernoff et Vapnik-Chervonenkis)
et un comportement asymptotique di aux techniques de grandes déviations.
Chebychev :

1
K (n, p,t <

Hoeffding :
K(n,p,t,{c}) < 2exp (—2nt”)

Chernoff :

K(n, p,t,{c}) < exp (=nl'(t, p)) + exp (=nA({, p))

< 2exp (—nmin(T'(¢, p), A(t,p)))

Vapnik-Chervonenkis :

2en \V(©) 2
K(n,p,t,C) < 4<Ven ) exp (—ﬂ)

Techniques de grandes déviations :

lim = log(K (n, £, {c})) = — min(A(t, p), T(t, p))

n—oo N,

Théoriquement, nous avonc des résultats dans le cas ou C est fini et un
résultat dans le cas ou C est infini (Vapnik-Chervonenkis). Mais ce dernier
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3.2

3.2.1

3.2.2

résultat est une inégalité qui est vraie dans le pire des cas, elle ne doit donc pas
étre optimale dans les cas précis que nous allons étudiés. Quant aux résultats
dans le cas fini, ils ne tiennent pas en compte du suprémum. Néanmoins, vu
I'ensemble des résultats, on s’attend a trouver un comportement de K (n, p,t,C)
a décroissance exponentielle en n.

Difficultés

Les difficultés pour simuler numériquement cette probabilité sont dues a
deux facteurs. Tout d’abord on se confronte a la simulation d’événements rares,
de plus on doit calculer un suprémum sur un ensemble infini.

Simulation d'événements rares

Les évenements rares sont difficiles a simuler, car il faut un nombre tres
important de simulations avant de voir I’évenement se produire. Prenons un

exemple : nous voulons estimer la probabilité qu'un évenement rare A’ dépen-
dant de X7, X3, ..., X7 se produise. Les n-uplets (X}, X4, ..., X}), (X2, ..., X2),

N
1 .
ey (XN, XY sont i.d.d. On estime cette probabilité par py = N Z P(A7).
j=1
On cherche a trouver le nombre (N) de n-uplets qu’il faut simuler afin que
Verreur relative (2X-2) soit inférieure a 1% avec une probabilité supérieure a
1—oa.
Sachant que P(A'), P(A?),...,P(AY) sont i.i.d. de loi B(p), par le théoreme
central limite, on obtient

VN-EXZP L 7 N(0,1).

On note ts le réel (quantile de la loi normale) tel que P {I12] < t%} =1-

1-— te \2 1/ ta \2
a. 11 faut alors que N > T(O_E)l) ~ 5(080 (pour p petit) pour que

P {M < 1%} = 1 — a. On s’appercoit que plus I’événement est rare,
p
plus il faut simuler d’échantillons. Avec p = 1071% et a = 5%, il faut simuler

plus de 3.10" n-uplets (X7, XJ, ..., X7) pour avoir la précision voulue (erreur
relative de 1% avec une probabilité de 95%)!!!

Le probleme dii au suprémum

Le second probléeme rencontré est di au suprémum (qui posait déja un
probleme théoriquement, notamment pour passer du cas fini au cas infini). En
effet, pour estimer K (n, u,t,C), on simule des variables X{, X7, ..., X! X2 X2

n

. 1 ,
o X2 XN XYL XY idide Toi g On note fif(c) = = I{X] € c} la
n

=1
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3.3

3.3.1

mesure empiriques de p associée a Iéchantillon X7, X7, ..., XJ. Puis on calcule

PN = Z {sup |32 (c) — p(e)| > t} qui est I'estimateur par la méthode des
N ceC

moments de K(n,p,t,C). On remarque alors que l'estimation de K(n,pu,t,C)
nécessite le calcul de sup |, (c) — u(c)], V1 < j < N qui est un suprémum
c

ce
sur un ensemble infini en général. Les calculs sont difficiles car on cherche le
suprémum d’une fonction a valeur cotinue et on ne peut donc pas énumérer
ses valeurs.

Résultats

Résolution du probleme dii au suprémum

Nous résolvons tout d’abord le probleme du suprémum (on s’arrangera
pour prendre des valeurs de t et n petites afin de ne pas recontrer de probleme
du fait de la simulation d’événements rares). Dans R, ce probleme se résout
assez facilement car le suprémum est en fait un maximum. En premier lieu,
on considere Cy = {[0,a],a € R} alors Fi(z) = ui([0,z]),z € R ne change
de valeur qu’en n points : X7, X}, ..., XJ (Figure 2). Donc sup 1 (¢) — ple)| =

s (0.0 = (105D (0.0]) = (0. -

Fanction de répartition ermpirique
Fanction de répartition

0ak < Echantillon |

09r

07r b

06| B

05k .
04t J .
03F ’7 .
02t .

01F B

0
] 0.1 02z 03 04 05 0B 07 08 09 1

F1GURE 2: Fonction de répartition empirique pour un échantillon donné

On remarque que des que la dimension de l'espace considéré ou que la
complexité de la famille d’ensembles augmente, il est plus difficile de trouver
une méthode pour calculer le suprémum. Par exemple, lorsque nous considérons
les intervales C3 = {[a,b],a,b € R} sur R alors le calcul du suprémum a une
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3.3.2

complexité qui est égale au carré de celle du calcul du suprémum pour les

demi-droites & gauche, en effet : sup | (¢) — p(c)| = max <|,uﬁl([:p, yl)—

C€C3 :BSyE{X{,,X%}

il Dl e ([, y]) = el gD g (2, y)) = p(, y)|s [ (2, ) — s, y[)l)-
On adaptera ces exemples dans les autres cas.

Ensembles critiques

Introduisons désormais la notion d’ensemble critique. Par la méthode de
Chernoff, nous avons trouvé un résultat non asymptotique tres similaire au
résultat asymptotique obtenu par les techniques de grandes déviations :

K(n,u,t, {C}) S e—nF(t,p) + e—nA(t,p) S 2€—n.min(F(t,p),A(t,p))

et
1
T log(K (n, 1.1, {e})) = —min(I(p — 1), (p-+ 1)),
ou I(p—t) :A(t p) = (1+t—p)log (H2 p) +(p —t)log(p DetI(p+t)=
L(t,p) = (1—p—1t)log (F&* t) + (t+p) log (p+t) On pense que le suprémum

est principalement atteint pour les valeurs de p (dites valeurs critiques) qui
minimisent min(/(p —t),I(p + t)) = min(I'(¢, p), A(t,p)) a t fixé (c’est-a-dire
celles qui maximisent le majorant dans le cas fini et la valeur asymptotique).
A défaut de pouvoir faire les calculs exacts, on trace [(t,p) et A(t,p) at fixé et
on cherche leur minimum (on pourra voir ce tracé sur la Figure 3, les courbes
les plus hautes correspondent aux t les plus grands).

Par un développement asymptotique, on obtient que I'(¢, p) =

2
p(f—p)+0(t2)
et de méme A(¢, p) = p(lt—ip) + o(t?). Ainsi le minimum de T'(¢,p) et A(t,p)

—

est atteint pour p proche de 1 pour ¢t fixé petit ( car P est minimum pour

1 p)
D= ) cecl se voit aussi sur la Figure 3.

Par un calcul simple, on voit que A(t,p) = I'(¢t,1 — p) (ce qui se remarque
aussi sur la figure 3). Ainsi pour un ¢ fixé, si I'(¢,p) atteint son minimum en
p* alors A(t,p) atteint son minimum en 1 — p*.

Nous allons noté pj.(t) = argmin I'(¢,p), pi(t) = argmin A(¢,p) (n’est

p,3ceC,u(c)=p p,3c€C,u(c)=p
pas forcément égale a 1 — pf(t)) et p*(t) = argmin min [['(¢,p), A(¢,p)]. On
p,3ceC,pu(c)=p
a alors sup K(n,p,t,{c}) < 2e-min@Er)ALP)) - Attention, ces arguments
c},ceC
minimuin} ne sont pas forcément uniques!!

Pour un p*(t) donné, un ensemble critique est un ensemble ¢ € C tel que
u(c) = p*(t). Par exemple dans le cas de Cy = {[0,al,a € [0,1]} et pu ~
U([0,1]), c = [0, p*(t)] est le seul ensemble critique associé a p*(t) alors que pour
Cs = {[a,b],a,b € R}, les ensembles critiques sont les ensembles de la forme
¢ = la,a+p*(t)],a € [0, 1—p*(t)]. Introduisons une nouvelle famille d’ensembles
Cz(mazxa) = {[0,a],0 < a < maza < 1}. On remarque que sa dimension VC
est la méme que celle de Cp, alors que cette nouvelle famille semble moins

18



3.3.3

0.35 T T T T T T T

gammsa
lambda
minima de gamma
minima de lambda

0.3

025k 0

0.z
01afF q

0.1 \ %7‘4

n.05

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 08 0.65

FIGURE 3: I et A en fonction de p pour différentes valeurs de ¢ € [0.01,0.3] et
leur minimum

riche!! Soit t € R tel que p*(t)(Co) > maza, alors p*(t)(C;) = mazxa. Cette
derniere propriété est visible sur la Figure 4 ou nous voyons la répartition des
a < maza (c = [0,a]) pour lesquels le  sup |f,(c) — p(c)| est atteint.

ceCr(maza)

L'échantillonnage préférentiel

Comme nous 'avons remarqué dans la partie précédente, une des difficultés
dans ce type de simulation est due a la simulation d’évenements rares. Ce
probleme peut étre résolu grace a ’échantillonnage préférentiel. Donnons le
principe de cette méthode.

On veut estimer p = E[n(X)] ou X est une variable aléatoire de loi p et n
une fonction de R? dans R. Habituellement, on utilise I'estimateur des moments
qui converge presque sturement vers p, par la loi forte des grands nombres.

Soient X7, X, ..., Xy i.i.d. de loi y, l'estimateur des moments associé a cet
N

1
échantillon est py = N Z n(X;). Utilisons une autre méthode pour estimer
j=1
p. Soit v une mesure de probabilité telle que p est absolument continue par
rapport a v (ainsi la dérivée de Radon-Nikodym 3—5 existe) et Y71, Ys, ..., Yy i.i.d.

N
. : _ 1 dp : .

de loi v. On estime p par py = N ]Ezl 77(}/})5(1/}) qui converge également

presque strement vers p puisque E[py] = p.
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FIGURE 4: Histogramme des valeurs de a pour lesquels le sup est atteint sa-
chant que numériquement : p;(0.06)(Co) ~ 0.48 et p}(0.06)(Co) ~ 0.52

Il faut désormais trouver le bon changement de mesure (celui qui minimi-
sera la variance), c’est-a-dire celui qui augmente la probabilité de I’événement
rare ({sup.cc |fin(c)—p(c)|}) que 'on veut mesurer. On fait alors de I’échantillon-
nage préférentiel. On a vu que le suprémum étudié était plus fréquemment
atteint sur les ensembles critiques, on note ¢* un ensemble critique assocoé a t,
p et C. On veut donc augmenter la probabilité de 1'évenement rare {|,(c*) —
p(c*)| > t} qui est la réunion des deux évenements disjoints suivants { i, (c*) >
p(c*) + t} et {i,(c*) < wp(c*) —t}. On choisit d’augmenter la probabilité
du premier évenement {fi,(c*) > pu(c*) + t}. On choisit donc une mesure
de proba p qui donne un poids u(c*) + ¢ a ¢* (ie. v(c*) = u(c*) +1) et
V() = 1 — (u(e”) +1).

On applique cette méthode au cas que nous étudions (u ~ U([0, 1])), pour
Cr(maza) = {[0,al,a € [0, mazal}. Soit t € R assez petit (ainsi p*(t)(Co) ~ 1),
alors
% sl maxa > %

. 1 = ma.
maxa Sl mara < 3

ﬁ@wmmm»:{

On prends alors v de densité f, = (1+ ~)[0,ma] +1I_m—,f;1_t]l[ma,1]- C’est également
la probabilité obtenue par le changement exponentiel de mesure. Dans les Fi-
gure 5 et 6, on compare les variances des estimateurs de la probabilité étudiée
avec et sans échantillonnage préférentiel. Et on voit que pour des probabilités
inférieures a 0.02, 'estimateur avec échantillonnage préférentiel est plus fiable

(de variance faible) que celui sans échantillonnage préférentiel.
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FIGURE 5: De gauche & droite et de haut en bas : %L yar(p), p enfonc-

moy(p)’
tion de t et var(p) en fonction de moy(p) pour les estimateurs avec et sans
échantillonnage préférentiel. Nombre de simulation par estimation : N = 100,
n = 100
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FIGURE 6: De gauche a droite et de haut en bas : %, var(p), p enfonc-
tion de t et var(p) en fonction de moy(p) pour les estimateurs avec et sans
échantillonnage préférentiel. Nombre de simulation par estimation : N = 100,

n = 100
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3.3.4 Comparaison théorie/réalité

Nous comparons sur la Figure 7 les comportements des majorants obte-
nus par Chebychev, Hoeffding et Chernov au comportement des estimateurs
avec et sans échantillonnage préférentiel. On remarquera que ’estimateur avec
échantillonnage préférentiel n’est valable que pour ses petites valeurs (< 0.02)
et donc pour les grandes valeurs de n (pour n < 170, la courbe de l'esti-
mateur avec échantillonnage préférentiel admet des piques qui traduisent une
variance élevée). On voit également que les majorants trouvés dans le cas fini
majorent ici les estimateurs (si on ne tient pas en compte des piques dus & une
variance trop élevée et donc & une mauvaise estimation). Le comportement a
décroissance exponentiel est donc confirmé. Dans cet exemple, on a pris comme
valeur critique p* = %, le majorant trouvé par la méthode de Chernov est alors
égal a celui d’Hoeffding. On pense que pour avoir une meilleure majoration,
il faut plus tenir compte des ensembles critiques et de la complexité de C. En
effet, sur la figure 4, on peut voir que I'estimateur dépend fortement de cette
famille d’ensembles.

N=10000, maxa=0.5, t=0.1
T T

Estimation sans échantillonnage préférentiel
Chebychey

Hoeflding

ChemafiTGD

— aver 8

09—

07—

06—

0o

04—

03—

02

01—

FiGure 7: Comparaison du comportement des majorants trouvés et ses esti-
mations avec et sans échantillonnage préférentiel en fonction de n. Nombre de
simulation par estimation : 10000, maxza = 0.5, t = 0.1
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Conclusion et perspectives

Dans ce stage, nous avons étudié le comportement théorique asympto-
tique ou non de la quantité K (n, u,t,,C). Le comportement de cette quantité
a été décrit précisément pour les fonctions de répartition avec Kolmogorov-
Smirnov et son comportement général dans le cadre de la théorie de Vapnik-
Chervonenkis (dans le pire des cas). Nous avons trouvé des résultats dans le
cas fini grace aux techniques de grandes déviations et la méthode de Chernov.
Nous avons également étudié numériquement cette quantité dans un cas précis
et nous ’avons comparée aux résultats théoriques. Nous avons alors confirmé le
comportement a décroissance exponentielle de cette quantité. Et nous avons re-
marqué une forte dépendance de cette quantité avec les ensembles critiques de
C. Nous souhaiterions poursuivre cette étude en améliorant notre connaissance
sur cette dépendance, en étudiant notemment d’aures familles d’ensembles.

Nous aimerions également étudié un cas particulier dans R? avec une uni-
forme sur [0, 1] x [0, 1] et les orthants. La principale difficulté serait le calcul du
suprémum (plus difficile & calculer que dans R?. On pourrait s’inspirer des tra-
vaux de Justel, Pefia et Zamar ( [2] [1]) sur les tests d’adéquation en dimension
deux pour résoudre ce probleme.
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