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Résumé

Dans ce document, nous discutons de la mesure des fonds propres réglementaires associés aux
activités d’investissement au titre des risques de marché, à la lumiére des révisions des dispositifs
de risque de marché introduites par le comité de Bâle en janvier 2009. Nous envisageons différents
axes d’amélioration pour mettre à niveau l’économétrie de l’entreprise Natixis.

Une charge en fonds propres Incremental Risk Charge est introduite par le régulateur ; elle vise
à prendre en compte le risque de migration et de défaut inhérent aux positions de crédit du porte-
feuille d’investissement, qui n’était pas pris en compte jusqu’à présent dans le capital règlementaire
basé sur la Value-at-Risk. Le risque de perte est mesuré à un horizon de 1 an, suivant un intervalle
de confiance à 99,9%. La mesure y est toutefois légèrement plus favorable ; ainsi, elle autorise de
supposer que les positions dont la qualité de crédit se dégrade sont rebalancées à leur niveau de
qualité de crédit initial à leur horizon de liquidité (au-delà d’un seuil plancher de 3 mois).

Une certaine flexibilité est laissée aux établissements dans leurs choix de modélisation et de
calibration : la variété des dispositifs existants et l’absence de consensus sur la modélisation de
certains risques a conduit le régulateur à laisser aux établissements la liberté de définir l’ensemble
de mesures le mieux adapté à leurs pratiques existantes.

Sous l’impulsion des sommets financiers de Londres (avril 2009) et Pittsburgh (septembre 2009),
et à la lumière de la crise récente du crédit, la règlementation Bâle 2 se voit adoptée par la plupart
des pays du G20 (”All major G-20 financial centers commit to have adopted the Basel II Capital
Framework by 2011”), en particulier les Etats-Unis.

La règlementation est par ailleurs largement renforcée. A échéance courte, les niveaux minima
de fonds propres associés aux risques de marché des grandes institutions seront plus que doublés.

L’entreprise a donc pour but de s’adapter à ce nouveau dispositif. Avec le service économétrie
de Natixis, nous avons tenté de modéliser la mesure IRC. Le premier travail qui m’a été confié a
été de comprendre les ratings et leurs influences sur les risques. La seconde partie de mon travail
a été de participer à la modélisation de la mesure IRC et enfin de m’appuyer sur l’article de
P.Glasserman Importance Sampling for Portfolio Credit Risk afin de calculer la probabilité qu’une
perte extrême survienne.
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Introduction

Dans ce document, nous identifions de nouveaux besoins économétriques, motivés par les
révisions des dispositifs d’encadrement des risques de marché introduites par le comité de Bâle en
janvier 2009. Poussée par un contexte politique fort et l’expérience de la crise récente du crédit, la
nouvelle réglementation conduit à une forte augmentation des exigences en fonds propres relatives
aux activités de trading au titre des risques de marché.

Les nouvelles exigences du régulateur se traduisent par des exigences accrues de mesure des
risques, élargissant le périmètre actuel de production et de suivi d’indicateurs, et plus fondamen-
talement, d’analyse et de gestion des risques associés.

Une charge en fonds propres Incremental Risk Charge s’ajoute au dispositif actuel, en face
des risques extrêmes de perte liés à la migration et au défaut des émetteurs, à un horizon de 1 an
et suivant un intervalle de confiance 99,9% (”once in a thousand years”).

Compte-tenu des délais très courts de mise en application du texte, une certaine latitude est
laissée aux institutions dans le choix de mesures adaptées à leur dispositif existant ; l’allocation
de capitaux propres en face des risques IRC était jusqu’à présent une pratique peu répandue, et
aucun consensus n’a émergé dans l’industrie sur la modélisation appropriée de ces risques.

Le but de ce document est de présenter différents problèmes que l’on rencontre lorsque l’on
modélise les risques de crédit dans un portefeuille, la modélisation de la mesure IRC et le calcul
de probabilités de pertes extrêmes.
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Présentation du problème.

1)La relativité des ratings

Le rating est l’activité principale des agences de notation. Ces agences, qui sont des simples
entreprises privées, ont pour rôle de noter la solvabilité d’une entreprise. Plus précisément, elles
donnent une opinion sur la capacité d’un emprunteur à rembourser ses dettes. Cela concerne
également les Etats, qui eux-mêmes émettent des obligations. Les principales agences de notation
sont Standard & Poor’s, Moody’s et Fitch. Les acheteurs d’obligations doivent pouvoir connâıtre
la capacité de l’entreprise émettrice à rembourser les obligations et à payer les coupons (intérêts).

La définition de la notion de défaut est très complexe et varie selon les agences de notations
mais le défaut est notamment enregistré lorsque l’un des points suivants survient :

-L’entreprise ne peut plus honorer sa dette, donc faillite

-Pas de paiement de coupon en bonne date (il peut exister une période de grâce ou un mon-
tant minimum de non paiement)

-Pas de paiement du principal en bonne date

Les ratings reflètent à une date donnée la qualité de crédit d’un emprunteur. Celle-ci peut varier
dans le temps, aussi les agences de rating calculent-elles également des matrices de transition dont
la lecture renseigne sur l’évolution à horizon d’une ou plusieurs annes de la qualit de crédit d’un
emprunteur, c’est-à-dire sa probabilité de migration vers un autre rating, ainsi que la probabilité
de défaut. En lisant la matrice de transition suivante, on remarquera par exemple que les firmes
notes AAA restent dans leur grande majorité notées AAA après un an.
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La figure précédente permet de bien faire la distinction entre les classes speculative grade et in-
vestment grade.

Néanmoins l’erreur serait de considérer qu’une entreprise notée AAA rembourserait son crédit
beaucoup mieux qu’une autre notée C. Une entreprise rembourse ou pas. Les notations signifient
simplement que pour un portefeuille suffisamment large la probabilité d’être remboursé est plus
forte lorsque l’on a davantage d’entreprises notées AAA que C.

Les modèles de risque de crédit couramment utilisés dans l’industrie pour probabiliser la surve-
nue d’un changement de notation ou d’un défaut d’un émetteur sont construits autour des credit
ratings, et ils utilisent deux types de données distincts :

-les historiques de notation et de défaut observés empiriquement depuis 30 ans par les agences de
notation constituent la source de données la plus objective

-les historiques de prix observés sur les marchés de crédit ou action sont également largement
utilisés.
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On observe pour les bons ratings une tendance à la dégradation au cours du temps. Celle-ci se
traduit par une structure par terme de probabilité de défaut (croissante) convexe, ce qui indique
que la probabilité de défaut marginale est croissante en fonction de l’horizon du temps. Inverse-
ment, une probabilité de défaut cumulée au cours du temps pour un mauvais rating est une courbe
(croissante) concave. En effet, un émetteur CCC a une probabilité de défaut très élevée à court
terme, mais en cas de survie sur un horizon d’un an par exemple, il y a de réelles chances pour
que son rating se soit amélioré.

En termes économiques, cette tendance à la dégradation vient non seulement de l’accroissement
de la probabilité de défaut lorsque le rating se dégrade, mais également à l’auto-corrélation qu’on
observe dans les dégradations de rating. Une dégradation de rating est une mauvaise nouvelle qui
peut mettre une entreprise en difficulté : une dégradation sanctionne et entretient, voire accentue,
une situation difficile pour une entreprise.
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2)Les données historiques

Les données historiques de rating corporate en notre possession sont limitées à 30 ans. Nous
avons accès aux informations depuis les années 1980. En conséquence nos connaissances restent
extrêmement limitées et l’anticipation de phénomènes boursiers demeure très difficile.

Les données historiques de migration et de défaut sont principalement fournies par les agences
de notation et constituent la source d’information la plus objective, mais les défauts y sont observés
de façon sporadique ; le recul historique denviron 30 ans qu’elles fournissent est court relativement
aux maturités des instruments de crédit, de l’horizon de capital de 1 an classiquement utilisé.

Par ailleurs, elles sont caractérisées par un faible nombre de défauts (1700 défauts enregistrés
en 30 ans parmi 13 600 entreprises notées, soit une moyenne d’environ 60 défauts par an seulement
pour les données Standard & Poor’s) ; enfin ces données sont très volatiles d’un secteur à l’autre
et d’une année à l’autre.

Au bilan, bien que les données d’agence soient la source de données disponible la mieux adaptée
à l’analyse statistique et économique de la qualité de crédit corporate, elles sont pauvres du point
de vue de la représentation des risques extrêmes au niveau de confiance de 99,9%.
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3)Utilité et nécessité du modèle gaussien.

La description de la dynamique des cours par une loi normale multivariée est rudimentaire, en
comparaison par exemple des modèles de pricing de produits dérivés. Cependant, pour un calcul
de risque étendu à toutes les activités de marché, où la mise en oeuvre du calcul est extrêmement
contraignante, le modèle gaussien fournit une méthode simple à mettre en oeuvre, et relativement
robuste, pour modéliser les variations conjointes des données de marché à partir d’historiques de
variations quotidiennes.

Dans ce cadre, on considère que les variations quotidiennes d’une donnée de marché suivent
une loi normale de moyenne nulle et d’écart-type constant sur 1 an. Dans de nombreuses situa-
tions, cette hypothèse est simpliste et elle peut conduire à sous-estimer les variations réellement
observées et les risques de pertes encourus : c’est le cas lorsque le marché s’agite soudainement,
c’est également le cas pour certaines données aux distributions non gaussiennes (pour lesquelles on
peut sous-estimer la fréquence des variations extrêmes), ou c’est le cas encore lorsque les données
ne sont pas mises à jour régulièrement (ce qui peut conduire à sous-estimer la variabilité du cours).

Cette description de la dynamique des cours de marché, bien que sommaire, présente cependant
un avantage majeur : elle permet de mesurer l’interdépendance entre tous les cours de marché via
un calcul de matrice de corrélation. Cette mesure de corrélation entre les cours est primordiale
puisque sans elle, on ne saurait pas rendre compte des effets élémentaires de couverture et de
diversification qui rendent un portefeuille d’actifs moins risqué que les actifs qui le constituent,
pris un à un.

Un autre intérêt réside dans les hypothèses minimalistes associées la loi normale. En effet deux
paramètres suffisent à déterminer entièrement la loi : la moyenne et la variance. Le modèle est
ainsi dit robuste dans le sens où les conclusions restent les mêmes lors d’une faible variation des
données initiales (probabilités de migration, perte liée au défaut).

En outre, le cadre d’analyse est approprié car le modèle gaussien est très simple à comprendre
et donc à utiliser. Enfin, le calcul de la loi jointe dans le cadre du modèle gaussien est facile d’accès
alors que l’utilisation d’autres lois nous amènerait à des calculs très compliqués de loi jointe voire
impossibles.
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La mesure IRC : une approche par portefeuille

L’IRC est censée couvrir le risque de défaut et le risque de migration en captant :

-les pertes directes potentielles résultant du défaut d’un émetteur
-le potentiel de pertes directes liées à une migration des notations des agences
-les pertes indirectes comme les effets de corrélation intra sectoriels : un évènement de défaut

d’un émetteur pourrait avoir des effets sur le niveau de risque attribué aux autres débiteurs d’un
même secteur

1)Modélisation des risques joints et importance de la corrélation

Du fait que les probabilités de défaut sont souvent très faibles, la corrélation de défaut a un
rôle prépondérant sur la mesure du risque porté par un portefeuille de crédit.

Ainsi, la probabilité de défauts joints de deux émetteurs A et B s’écrit :

P (A ∩B)=P(A)P(B)+%AB

√
P (A)(1− P (A))P (B)(1− P (B))

avec %AB la corrélation de défaut.
Les probabilités de défaut sont en général très faibles :

P (A) ' P (B) = %

En première approximation, la probabilité du défaut joint de deux émetteurs est proportion-
nelle à leur corrélation de défaut et à leur probabilité de défaut :

P (A ∩B)' %2 + %AB% ' %AB% (i)

Sur un groupe d’émetteurs représentatif du stock, quelques dizaines de milliers de scenarii
Monte-Carlo sont nécessaires pour représenter les probabilités marginales de migration et de défaut
avec un degré de variance acceptable.

Si l’on souhaite représenter les probabilités de défauts joints des émetteurs pris 2 à 2 avec un
degré de variance acceptable, la formule (i) suggère intuitivement qu’il faut environ dix fois plus
de scenarii (% est souvent de l’ordre de 0.1 pour la classe investment grade), soit quelques centaines
de milliers de simulations, ce qui peut poser de fortes contraintes de performance.
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2)Modèle

Soit X une variable aléatoire gaussienne de fonction caractéristique Φ. Si la réalisation de cette
variable est sous un certain seuil, alors le défaut est déclenché. Le seuil est précisément calibré
pour que la probabilité de défaut de l’entreprise corresponde à la probabilité que la variable X ait
une valeur inférieure à ce seuil. Il en sera de même pour tous les autres niveaux de rating ; selon
la valeur de la réalisation de la variable X la transition s’effectuera soit vers le défaut soit vers un
autre niveau de rating. Si nous appelons i le rating en début de période de l’entreprise, on définit
le seuil Zi,CCC correspondant à la transition du rating i au défaut.

Nous avons :

P (i,D) = P (X ≤ Zi,CCC) = Φ(Zi,CCC)

Par ailleurs, la probabilité de transition soit vers le rating CCC soit vers le défaut est égale à
P(i,CCC)+P(i,D). On en déduit que le seuil qui déclenche une transition vers le rating CCC ou
vers le défaut est défini par la relation

P (i, CCC) + P (i,D) = P (X ≤ Zi,B) = Φ(Zi,B)

On construit ainsi de proche en proche les seuils associés aux différentes transitions de rating.
De façon générale, les seuils définissant les transitions s’écrivent :

Zi,j = Φ−1(
∑

k>j P (i, k))

On déduit de la construction précédente que la probabilité de transition du rating i vers le
rating j (différent du rating AAA ou du défaut) est donnée par :

P (i, j) = P (Zi,j < X ≤ Zi,j−1) = Φ(Zi,j−1)− Φ(Zi,j)
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L’interprétation graphique de la courbe en cloche est que l’aire interceptée par la courbe entre
les seuils Zi,j−1 et Zi,j est égale la probabilité de transition du rating i vers le rating j.
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3)Simulation

Le modèle IRC a donné lieu à des calculs de corrélation de défaut. Nous avons comparé la
corrélation dans deux cas : entre deux évènements qui ont une forte probabilité de survenir et
entre un évènement qui a une forte probabilité de survenir et un autre qui a une faible probabilité
de se produire. Ces documents sont mis en annexe. Nous avons construit des abaques à partir de
ce programme qui nous permettent de faire un lien graphique direct entre la corrélation linéaire
et la corrélation de défaut.
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Echantillonnage préférentiel pour un portefeuille
de risque de crédit

1)Modélisation de la dépendance entre les débiteurs

La méthode Monte Carlo est la méthode de simulation la plus utilisée dans la gestion des risques.
Un de ses avantages est d’être une méthode assez générale et le principal de ses inconvénients est
sa relative lenteur. Ceci nous conduit à étudier des méthodes plus perfectionnées de simulation
par une méthode de réduction de variance. Deux contraintes inhérentes au domaine du risque
apparaissent immédiatement :
-nous devons connâıtre une estimation précise de la probabilité très faible d’évènements rares
-nous devons faire apparâıtre la dépendance qui peut exister entre les différents mécanismes in-
tervenant dans la modélisation du risque de portefeuille

Nous utiliserons pour cela une méthode dite d’Importance Sampling.

Un élément clé de tout modèle de risque de crédit est la prise en compte de la dépendance qui
règne entre les différents émetteurs.

Nous utiliserons les notations suivantes :

m= nombre d’émetteurs auxquels le portefeuille est exposé
Yk= défaut du kième émetteur
pk= probabilité marginale que le kième émetteur fasse défaut
ck= perte issue du défaut du kième émetteur
L = c1Y1 + ...+ cmYm = perte totale issue des défauts
Φ=fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (gaussienne)

Les pk et ck sont connus. Nous cherchons à estimer la probabilité P (L > x) pour un x suffi-
samment grand.

Pour rendre compte de la dépendance entre les émetteurs nous devons introduire une dépendance
entre les indicateurs de défaut Yk. Dans le cadre du modèle gaussien la dépendance est introduite
à travers un vecteur gaussien (X1, ..., Xm).

On représente alors les indicateurs de défaut comme suit :

Yk = 1Xk>xk
,k=1..m
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avec xk = Φ−1(1− pk)

car P (Yk = 1) = P (Xk > xk) = P (Xk > Φ−1(1− pk))
= 1− P (Xk ≤ Φ−1(1− pk)) = 1− Φ(Φ−1(1− pk)) = pk

Grâce à cette construction la dépendance entre les Xk représente la dépendance entre les Yk.
Les corrélations sont souvent spécifiées par le modèle suivant :

Xk = ak1Z1 + ...+ akdZd + bkεk
Z1, ..., Zd suivent une loi normale centrée réduite : ils reprèsentent les différents secteurs d’activité
(automobile, aéronautique...)
Les εk forment une famille de variables alétatoires indépendantes et suivent une loi normale centrée
réduite
ak1, ..., akd sont tels que a2

k1 + ...+ a2
kd < 1 et bk =

√
1− (a2

k1 + ...+ a2
kd)

En notant ak = (ak1, ..., akd), la corrélation entre Xk et Xj vaut aka
T
j

La probabilité de défaut conditionnelle pour le kième débiteur sachant Z est

pk(Z) = P (Yk = 1|Z) = P (Xk > xk|Z) = P (akZ + bkεk > Φ−1(1− pk))

= P (εk >
Φ−1(1−pk)−akZ

bk
) = Φ((Φ−1(pk)+akZ

bk
)
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2)Emetteurs indépendants.

On suppose les akj tous nuls pour k diffèrent de j.

Pour rendre précis notre estimation de P (L > x) nous cherchons à accrôıtre les probabilités
de défauts. Si nous cherchons à remplacer chaque pk(Z) par une autre probabilité de défaut qk le
rapport de vraisemblance est

(pk(Z)
qk

)Yk(1−pk(Z)
1−qk

)1−Yk .

Mieux que d’augmenter la probabilité de défaut arbitrairement nous utilisons ce que Glasser-
man appelle un exponential twisting :

pk,Θ = pk exp(Θck)
1+pk(exp(Θck)−1)

Pour Θ = 0 on retrouve les pk

La rapport de vraisemblance total est ainsi :∏n
k=1(pk(Z)

pk,Θ
)Yk(1−pk(Z)

1−pk,Θ
)1−Yk =

∏n
k=1 exp(−ΘckYk)(1 + pk(Z)(exp(Θck)− 1))

= exp(−ΘL+ Ψ(Θ, Z))
où Ψ(Θ, Z) = logE(exp(ΘL)|Z = z) =

∑
k=1 log(1 + pk(Z)(exp(Θck)− 1))

Il nous reste à choisir Θ. Nous voudrions choisir Θ pour minimiser la variance ou de manière
équivalente le moment d’ordre 2 de l’estimateur. Le second ordre est donné par :

M2(x) = M2(x,Θ) = EΘ[1L>x exp(−2ΘL+ 2Ψ(Θ, Z))] ≤ exp(−2ΘL+ 2Ψ(Θ, Z))

Minimiser le moment d’ordre 2 est assez difficile mais minimiser le majorant est beaucoup plus
accessible : nous devons minimiser ΘL − Ψ(Θ, Z) sous Θ ≥ 0. La fonction Ψ est strictement
convexe et passe par l’origine donc le maximum est atteint à

Θx =

{
solution unique deΨ

′
(Θ) = x

0 sinon

Nous vérifions aisément que EΘ[L] = Ψ
′
(Θ). Ainsi prendre Θ = Θx(Z) dans pk(Θ, Z) =

pk exp(Θck)
1+pk(exp(Θck)−1)

c’est rendre la perte attendue égale à x dans le sens où∑m
k=1 pk(Θx(Z), Z)ck = x = EΘx [L].

Comme on a aucun intérêt à diminuer les probabilités de défaut on choisit forcément Θ positif
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en posant : Θ+
x = max(0,Θx).

3)Optimalité asymptotique.

Pour établir l’efficacité d’un estimateur de simulation pour un évènement rare il faut montrer
qu’il est asymptotiquement optimal : le moment du second ordre décrôıt le plus rapidement pos-
sible par rapport à tous les autres estimateurs

L’estimateur que nous utilisons ici est bien asymptotiquement optimal. Comme la preuve
nécessite le théorème de Gartner-Ellis nous laissons au lecteur le choix de la lire dans l’article
de Paul Glasserman : Importance Sampling for Portfolio Credit Risk.
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4)Emetteurs non indépendants.

Rappelons le contexte.

m= nombre d’émetteurs auxquels le portefeuille est exposé
Yk= défaut du kième émetteur
pk= probabilité marginale que le kième émetteur fasse défaut
ck= perte issue du défaut du kième émetteur
L = c1Y1 + ...+ cmYm = perte totale issue des défauts
avec Yk = 1Xk>xk

, k = 1..m
Xk = ak1Z1 + ...+ akdZd + bkεk
Z1, ..., Zd suivent une loi normale centrée réduite
ak1, ..., akd sont tels que a2

k1 + ...+ a2
kd < 1 et bk =

√
1− (a2

k1 + ...+ a2
kd)

On cherche à généraliser la méthode utilisée précédemment lorsque les émetteurs ne sont
plus indépendants. Conditionnellement à Z=z les indicateurs de défaut sont indépendants, le
kième émetteur a pour probabilité conditionnelle de défaut pk(z). Nous allons procéder comme
précédemment.

Nous générons un vecteur Z gaussien standard.
Nous calculons la probabilité de défaut conditionnelle pk(Z). Si E[L|Z] =

∑m
k=1 pk(Z)ck > x alors

on pose Θx(Z) = 0 sinon Θx(Z) sera égal à l’unique solution de

∂Ψm(Θ,Z)
∂Θ

= x avec Ψ(Θ, Z) =
∑m

k=1 log(1 + pk(Z)(exp(Θck)− 1))

On génère les indicateurs de défaut Y1, ..., Ym depuis les probabilités conditionnelles de défaut
modifiées :
pk,Θx(Z)(Z) = pk(Z) exp(Θx(Z)ck)

1+pk(Z)(exp(Θx(Z)ck)−1)

On calcule L = c1Y1 + ...+cmYm et on retourne l’estimateur 1L>x exp(−Θx(Z)L+Ψ(Θx(Z), Z))

L’efficacité de cet algorithme dépend de la forte dépendance ou non des émetteurs. Quand
la dépendance est faible l’augmentation des probabilités de défaut est suffisante pour réduire la
variance. Quand la dépendance est forte, des pertes importantes se produisent principalement en
raison des grandes valeurs de Z, et nous n’avons pas encore appliqué l’Importance Sampling à la
distribution de Z.
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Nous appliquons l’Importance Sampling au facteur Z = (Z1, ..., Zd) ainsi qu’aux probabilités de
défaut conditionnelles. Pour expliquer notre approche nous remarquons que pour n’importe quel
estimateur px de P (L > x) nous avons le décomposition

V ar[px] = E[V ar[px|Z]] + V ar[E[px|Z]].

Conditionnellement à Z les émetteurs sont indépendants donc on sait d’après ce qui précède
comment appliquer l’Importance Sampling. Cela rend V ar[px|Z] petit et suggère que nous devons
nous concentrer sur le second membre.

Nous devons choisir une loi pour Z échantillonnée qui réduirait la variance en estimant l’intégrale
de P (L > x|Z) selon la densité de Z

On échantillonne la loi de Z depuis la densité proportionnelle à la fonction
z− > P (L > x|Z = z) exp(− zzT

2
).

Or ceci est impossible car on ne connâıt pas la valeur de P (L > x) (c’est ce qu’on cherche !).

Glasserman suggère alors d’utiliser une densité de loi normale. Cela conduit à la résolution

du problème d’optimisation max
z
P (L > x|Z = z) exp(−zz

T

2
) qui est aussi la moyenne de la loi

normale que nous utilisons. Une fois la moyenne µ trouvée on utilise l’algorithme suivant :

Générer Z depuis la loi N(µ,I)
On applique l’algorithme de la partie précédente
On retourne l’estimateur
1L>x exp(−Θx(Z)L+ Ψ(Θx(Z), Z)) exp(−µTZ + µTµ/2)

Trouver µ est un problème difficile. Nous utilisons pour cela une approximation de loi normale :

E[L|Z = z] =
∑

k pk(z)ck et V ar[L|Z = z] =
∑

k c
2
kpk(z)(1− pk(z))

P (L > x|Z = z) ≈ 1− Φ( x−E[L|Z=z]√
(V ar[L|Z=z])

)

Cette approximation vient du fait que lorsque le nombre d’émetteurs devient très grand la
distribution des pertes suit une loi normale (théorème de Vasicek).
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5)Algorithme

Rappelons les notations utilisées.

m= nombre d’émetteurs auxquels le portefeuille est exposé
Yk= défaut du kième émetteur
pk= probabilité marginale que le kième émetteur fasse défaut
ck= perte issue du défaut du kième émetteur
L = c1Y1 + ...+ cmYm = perte totale issue des défauts
Φ=fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (gaussienne)

Nous allons décrire ici les étapes de l’algorithme que nous utiliserons pour mener à bien les
calculs.

La première étape est de trouver la moyenne µ en résolvant max
z
P (L > x|Z = z) exp(−zz

T

2
).

Pour cela nous utilisons l’approximation de loi normale
E[L|Z = z] =

∑
k pk(z)ck et V ar[L|Z = z] =

∑
k c

2
kpk(z)(1− pk(z))

P (L > x|Z = z) ≈ 1− Φ( x−E[L|Z=z]√
(V ar[L|Z=z])

)

La deuxième étape est décomposée en 7 sous-parties.

-on génère une variable Z qui suit la loi normale N(µ, I)

-on calcule les pk(Z) par la formule pk(Z) = Φ((Φ−1(pk)+akZ
bk

))

-on calcule Θx(Z) en résolvant l’équation
∑m

k=1 pk(Θx(Z), Z)ck = x

-on calcule les pk(Θ+
x (Z), Z) pour k=1,...,m avec Θ+

x (Z) = max(Θ, 0)

-on crèe la variable aléatoire Yk telle que Yk = 1 avec probabilité pk(Θ+
x (Z), Z) et 0 sinon pour

k=1,...,m

-on calcule la perte totale L = c1Y1 + ...+ cmYm

-on retourne l’estimateur
1L>x exp(−Θ+

x (Z)L+ Ψ(Θ+
x (Z), Z)) exp(−µTZ + µTµ/2)

Nous avons codé cet algorithme : le code a été mis en annexe. Le programme sera testé sur un
vrai portefeuille au sein de l’entreprise ultérieurement. L’algorithme a fonctionné pour différentes
valeurs de perte ce qui laisse présager son efficacité lors du test sur un vrai portefeuille.
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Conclusion

La mesure IRC se met en place petit à petit au sein de l’entreprise. Notre travail a notamment
permis de présenter à l’équipe économétrie les enjeux de cette nouvelle mesure et le moyen d’évaluer
des niveaux de perte très élevés. Le travail sur la mesure IRC se poursuit afin de satisfaire les
exigences internationales. La première partie du travail a été enrichissante du point de vue de la
culture économique et financière. La seconde partie nous a conduits à nous poser de véritables
questions sur la mesure IRC et de définir le modèle de cette nouvelle norme. La troisième partie
sera utilisée par la suite au sein de l’entreprise afin de prévoir les pertes futures et ainsi placer
des fonds propres en face de ces éventuelles pertes. Ce stage a été extrêmement enrichissant :
découverte du monde de l’entreprise, du travail d’équipe où chaque personne du projet pouvait y
contribuer selon ses compétences (mathématiques, informatiques, économiques...). Ce fut pour moi
l’occasion de me rendre compte que la coordination des talents était primordiale pour la réussite
d’un projet. Je tiens notamment à remercier Philippe Vité pour sa patience et son encadrement
ainsi que toute l’équipe du service économétrie avec qui j’ai pu travailler, partager et qui m’a
accueilli dans des conditions idéales.
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Annexes

Programme pour le calcul des probabilités jointes
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Résultats obtenus dans les deux cas différents cités au II.3

Nous avons simulé des trajectoires qui nous permettent ainsi de faire le lien entre la corrélation
de défaut et les probabilités jointes de défaut.
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Cette dernière figure permet de faire le le lien direct entre la corrélation linéaire (en abscisses)
et la corrélation de défaut(en ordonnées).
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Code lié à l’algorithme III.5
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