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Introduction.

L’idée de ce stage a été de s’intéresser aux notions topologiques proches des théorémes
de point fixes de Brouwer et Schauder.

La premiére partie du stage était consacrée a ’étude de ces théorémes comme con-
séquence du théoréme de la boule chevelue, en considérant des constructions explicites
(notamment pour les théoréme de Brouwer ou il a fallu construire des applications qui
vérifiaient les hypothéses du théoréme de la boule chevelue). On s’est également intéréssé
a une application du théoréme de Schauder pour une EDO ou EDP avec conditions de
Dirichlet.

La seconde partie du stage était consacrée a 1’étude d’invariants topologiques, notam-
ment la notion de degré topologique, qui permettent de déduire d’une fagon théorique le
théoréme de Brouwer et Schauder. Ainsi, le théoréme de Brouwer peut étre déduit directe-
ment de la théorie sur le degré topologique (via un théoréme de non-rétraction), et non
en considérant des constructions explicites. Le degré de Leray-Schauder, est , quant a lui,
un analogue du degré topologique en dimension infinie, et permet également de déduire
Iexistence de solutions d’équations différentielles avec conditions au bord. Il a en effet
Pavantage de prouver 'existence de zéros de fonctions, pourvu que le degré soit non nul.
On s’est enfin intéressé a un exemple d’application du degré de Leray-Schauder, toujours
pour démontrer 'existence de solutions aux EDO et EDP.
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1 Théoréme de la boule chevelue

Théoréme (Théoréme de la boule chevelue). Si N est un entier naturel pair (non nul),
alors il n'existe pas d’application continue o de SN dans SV telle que :

Vo € SN, a(z) -z =0
ou SN est la sphére unité de RN*!

Autrement dit, il n’existe pas de champ de vecteurs continu tangent a la sphére lorsque
sa dimension est pair (c’est a dire quand la dimension de I’espace ambient est impaire).
On illustre ceci en disant qu’il n’existe pas de facon de coiffer une boule chevelue sans
faire ni de raies ni d’épis.

démonstration :

On démontre le résultat par 'absurde. On suppose donc qu’une telle o application
existe.

on construit, & partir de o une application aq de classe C!.

On peut approcher o par une fonction de classe C' pour la norme infinie. Par exemple,
soit ay de classe C! telle que [|&q —af, < 3 Alors on a : Vo € SV [|a1(2)|lgnr > 3
(puisque ag conserve la norme) et

W =

Soit ap de Sy dans Sy définie par :

o) = )= 0]

B |1 (z) — (G () - z)x|| grs

On a construit aq de fagon a avoir ap(z) - 2 = 0 Vo € SV Et puisque @; est de classe
C!, il en est de méme pour agy. Donc, en particulier on a aussi dy de classe C!, puisque
composée d’applications de classe C! sur RV*1\ {0} ou dj est I'application définie par :

X

dp : RV {0} — RVF 2 — o ) ][gava

[ [P

Dans la suite de la démonstration on appellera o simplement o pour alléger les notations.
On montre maintenant que 'application & est lipschitzienne sur 'ouvert U (définie ci-dessous)

L’application & est homogéne positive, i.e.
Ve, a(Az) = Ax

Soit M = Sup,|||dal||

Il s’agit de montrer que & est Lipschitzienne. On s’intéresse a cette application sur
louvert U définie comme la couronne (ouverte) comprise entre les boule de rayon 1 et 2,
centrés en 0
Soit V' P'ouvert définie de la méme maniére, comme la couronne entre les boules de rayon
1/2 et 2. Soit z et y deux éléments de U. Alors si :

lz—y||<1/2,ona:[zy]CV

On peut alors appliquer I'inégalité des accroissements finis, d’ou :



la(z) = a(y)llpxer < M|z = yllpr
Sion a ||z —yl > 1/2, alors ||a(z) — a(y)||gnve: < M|z — y||gyir o1t M’ est tel que :

M’ = Sup.ey|la(z)]
En effet, [|a(z) = a(y)llgver < 2Sup.evlla(z)]] Donc :

25up-cvl|@()ll* = yllgye

12 = Yllgr+a

la(z) — a(y)llgpx+ <

Or —Hxiy” < 2, d’ou le résultat. En prenant K = maz(M, M'), on a :

a(2) — aw)lgwer < Klla — yllgwar Vo €U

On montre maintenant que (3, (définie ci-dessous) est un plongement
Soit 3, 'application :

_r+ta(n)
o) =i

Montrons U'injectivité de §; sur U, pour |t| assez petit. Soit = et y deux éléments de
U tels que :

5t(37) = Bi(y)

On a alors :
y = VI+PB(y) — taly) = VI+ Phx) — ta(x) + Hale) — aly) = =+ Hal(z) - aly))

D’ou
|2 = yllgver < UKz — yllgnia

Donc en choisissant ¢ tel que :
|t| < 1/K , B; devient injective sur U.

De plus on a :

Iid — d(By), |l <1 — + M|

1
V14t
Cette quantité tend vers 0 quand t tend vers 0. Donc en particulier la différentielle d(g3;),
est inversible pour t assez petit. (comme GL(RN*1) est ouvert).

Le théoréme d’inversion globale nous affirme alors que (; induit un difféomorphisme
de U vers son image. Il reste a montrer que

ﬁt(U):U

On démontre la surjectivité de ;.
Soit y € 2BN*!, Soit € > 0 on définit une application

(2) N (1 1 > ta(x)
r)=y+x|1-— —

i Y 1 112
de (2 + ¢)BN*! dans RV*!




Montrons que v;((2 + €)BN¥T1) C (2 + ¢) BN*! pourvu que |¢| soit assez petit.
Soit ty tel que ||1 —

i

Vit I < 5559

Soit t; tel que || \/117: || <
1

2(2:—6)
Soit to = min(ty,ty) , alors :

V[t| <ty on a: gg

(1 1 ) € ot H ta(x)
x|l — — —et ||—=
V142 2 V12
on a donc V|t| < ty,Vy € 2BV Vo € (2 +¢) BN, |7e(z) —y|| <€
Donc V|t| < ty,Vy € 2BV T 4, est bien & valeur dans (2 + ¢) BN !
On calcule maintenant la différentielle de cette application en x :

<1/2

ol = || (1= s ) 1= (@),

v est contractante pourvu que t soit assez petit.
En résumé, on a y; qui va de E = (2 + ¢)BY ™! dans lui-méme. Or E est complet (on
a pris la boule fermée). De plus 7, est contractante sur F pourvu que t soit assez petit.
On peut donc appliquer le théoréme du point fixe de Picard & 'application v; sur
pourvu que |t| soit assez petit.

On a donc :
3o € (24 €) BV tel que vy (7) =
C’est a dire :
N (1 1 ) ta(z)
(11— — =x
Y VIte) JVite
Soit : ()
x alx
= == X
YT ire  Jiie Gilz)
o || + |a(@)))* + 2z - a(x)  |lz))* + ]|«
2 : 2
18:(z)|I” = = = ||z

1+¢2 1+¢2

On en déduit que 'application : 3; envoie chaque sphére centrée en 0 dans elle - méme.
Donc si 3;(z) = y avec # € E, on a en fait x € 2BV *!
Mieux : on a [ly]| = |8(x)]| = |jz].
Onadoncz eUsiyelU,ouU est Vouvert défini précédemment.

On a donc montré que 'application (; était surjective sur U.

0; est donc un difféormorphisme de U sur lui-méme.

soit

fi(x) = det(d(B),)

le jacobien du changement de variable défini par ;. Donc d’aprés le théoréme de change-

ment de variable,
[ L=
U Be(U) U

t<typ, Ona: / 1=(1 +t2)_N2+1/ det(id + tdo)
U U

Donc si



N+1

Donc la fonction P : t — [, det(id + td@) coicident avec R : ¢t — (1+1t*) > pour
t € B(0,ty). P est un polynéme (c’est une déterminant d’une application affine en t).
Donc R doit étre aussi un polyndéme au voisinage de 0. On doit donc avoir () impair pour
que R soit un polynome. Dans le cas ou N est pair, on a une contradiction et donc il
n’existe pas d’application @ de Sy dans Sy telle que pour tout z € Sy alz) - x=0
Ceci termine la démonstration du théoréme de la boule chevelue.

2 Théoréme de Brouwer

Le théoréme de la boule chevelue permet de déduire un théoréme important de point
fixe. Il posséde des hypothéses moins fortes que celles du théoréme du point fixe de Picard,
mais posséde également des conclusions un peu moins forttes (notamment sur 'unicité de
la solution du probléme)

Théoréme (Théoréme de Brouwer). Soient N un entier naturel non nul et ¢ une appli-
cation continue de By dans By, alors il existe v € By tel que Vx € B}V, o(z) ==

ot By désigne la boule unité fermée de RN

Autrement dit, toute application continue de By dans By admet un point fize

démonstration du théoréme :

On démontre le résultat par 'absurde. Supposons donc qu’il existe une application
¢ € C(By, By) telle que Vo € By, ¢(z) #

L’idée de la démonstration est de construire, a partir de cette hypothése, deux fonc-
tions F} et F, qui vérifient respectivement les conditions imposées a a dans le théoréme
de la boule chevelue en dimension N et N + 1. On pourra alors en déduire une contradic-
tion, et le téoréme de Brouwer en découlera.

Etape 1 : On construit deux fonctions f; € C(By, RN —{0}) et fo € C(By,;, RN —{0})
vérifiant :

Vo € Sy_; fi(z) x>0, Vo € Sy fo(z) - 2>0

Pour construire fi, on peut simplement poser f(z) = x — ¢(x) :elle est continue, a
valeur dans RY — {0}, et pour z € Sy_;, on a

filz) z=(z—¢(2)) x> =(z—¢(x))* >0

N | —

Pour construire fy, on constate d’abord que I'application z — fi(x) - x est continue
sur By, et fi(x) -2z >0si ||z|| =1
Il existe alors (3 €]0, 1] tel que
Vee By |zl €[8,1] = fi(z)-z>0

On définit ensuite

fg . BN+1 — RN+1, (l’l, ...J}N,[EN+1) — (fl(arl...xN),a . $N+1)



ol a €3, 1].
Il est clair que f> ne s’annule pas, on vérifie VX € Sy fo(X) - X > 0.
Notons X = (x1,..xn,xn11) €t & = (21, ...2N)

ce qui rend X = (z,zn41) et fo(X) = (fi(x),a.xn41)
si||z|| > B, on a fi(z)-x > 0 alors

fo(X)- X = fi(z) -2+ aai, >0
sif|z]| < B, ona x-¢(x) < [ < a alors

F(X)- X = fil) 2+ aayyy = (- a)|zl* + (a -z ¢(x)) > 0

Etape 2 : On construit f3 € C(By,RY —{0}) et f; € C(Byi1, RV — {0}) vérifiant :
Vo € Sy_1 f3(z) = =z, Vo € Sy falx) ==z

Pour x € By, On définit f3(z) (resp fi(z) ) comme l'intersection entre la demi-droite
d’origine x, dirigée par fi(x) (resp fo(z) ) et la sphére Sy_1( resp Sy)

On démontre dans la suite existence et la continuité de f3(x) (également pour fy(z))

Notons f; la fonction f; pour la démonstration de f3 et fy pour f,

On cherche t €]0, +00[ tel que = + t.f;(x) € Sy_1 (point d’intersection), c’est & dire

ol + 2t fila) - 2 + 2] fi (@) = 1

Les racines de ce polyndome en ¢ sont (noter que f;(x) ne s’annule jamais d’aprés ’étape
2)

+ _ 1 2(1 _ 2
= L~ ) () 0+ ) P~ el

o Si llol] < 1, on a \/(fi(w) - @) + @)1~ jall?) > |
est positif. On note t;(x) := t , et f3 vérifie alors f3(z) =

fa(z) = 2 + ta(2) fa()

i(z) - x| donc seul t} > 0
x + ti1(z) fi(x), fa vérifie

o Si ||lz|| = 1, fi(z) - ¥ > 0 d’aprés I'étape 1, et donc seul ¢ = 0 est positif, et ainsi,
fa=z, fa=z

f3 (resp f4) ne s’annule pas, (car f3 € Sy_1), application z — t;(x) est continue, et il
en est donc de méme de f5 : © — x+t;(x) fi(z). donc f3 (resp fy) ainsi définie est bien dans
C(By,RY —{0}) (resp C(By,, RV*1 —{0})). Enfin, on a bien Vo € Sy_1  f3(z) ==
(resp Vo € Sy fa(z) = )

Etape 3 : On construire f; € C(Sy, RV —{0}) et f5 € C(Sy ;. RNT2—{0}) vérifiant :

Vx € S&,f5($) r=x, Vx € DN_l,f5([E) = (0, ...,0, 1)
Vo € Sy, fo(x) o=z, Vz € Dy, fo(x) = (0,...,0,1)
ol

Sy ={z = (2" .2V € Sy, 2V <0}
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RN+1

f (0

Dy_1 = {x = (2", ..2"") € Sy, 2V =0}

Iidée intuitive de la construction est de déformer le boule By en la demi-sphére Sy, et
d’obtenir f5( resp fs ) par transformation de f3 ( resp fy ). Dans la suite on pose Q = N
pour la construction de f5 et Q = N + 1 pour f;

Considérons 'application © : By, — S, définie par ©(z) = sin (g [|#]]). oy —cos(3[|#]])-eq+1
pour = # 0 et ©(0) = —eg1, 0l egy1 est la dernier vecteur de la base canonique de R@+?

, et on considére R? comme une partie de R?T!. On peut montrer que © est un homéo-
morphisme de B dans Sg,. Ainsi, on definit f5 (fs également) :

fila) = 2d0(O7 (1) - (07 (2)

f5 (resp fg) est continue d’aprés cette expression.Comme dO(y) - dO(y) = 1, on a pour
tout h : O(y) - (dO(y).h) = 0; avec y = O(x) et h = f3(y), il vient donc x - f5(x) = 0. On
peut aussi montrer que dO(z) est injective pour tout point x, ce qui implique f5(z) # 0 .
Donc f5 (et fg) ainsi construit convient.

Finalement.on pose

1

(@) = e fle) s aeSi
Fi(z) = m.f5<—x) s zeSt
Bw) = s file) s we Sy

Fy(z) = m fl—z) s zeSh.,

Il y a une double définition sur Dy _; (resp Dy) mais elle coincident a la valeur (0, ..., 1)
et donc Fy (resp %) est bien définie



Fy (resp F») est continue sur Sy et Sy (resp Sy ; et SY.;) donc continue sur Sy
(resp Sny1)-Elle ne s’annule pas sur Sy (resp Sy1) et pour tout x € Sy (resp € Sy41)
Fi(z) -2 =0 (resp Fy(x) -z =0)

Donc F; et F, vérifient 'hypothése du théoréme de la boule chevelue. Comme I'un des
deux est défini sur Sy, avec M impair, cela aboutit & une contradiction avec le théoréme
de la boule chevelue

Ainsi, on a démontré le Théoréme de Brouwer

3 Théoréme de Schauder

Le théoréme de Schauder, est ’analogue du théoréme de Brouwer, tranposé en dimen-
sion infinie. Les conclusions sont les mémes, cependant les hypothéses sont différentes.
La continuité de la fonction concernée ne suffit plus, il faut qu’elle soit compacte (notion
définie dans la partie sur le degré de Leray-Schauder)

Théoréme (Théoréme de Schauder). Soit E un espace vectoriel normé sur R, soit C
une partie de E non vide, symétrique, conveze, fermée et bornée. Soit T une application
continue de C dans C telle que T(C) est une partie de E dont l’adhérence est compacte.
alors il existe e € C, tel que T(e) =e

Ce théoréme généralise le théoréeme de Brouwer dans la cas de la dimension infinie.

Soit N € N*, I’ un espace vectoriel réel de dimension N, et H une partie de F' con-
vexe, fermée, bornée et contenant au moins deux éléments. On considére G le sous-espace
vectoriel de F engendré par ‘H. Comme H contient au moins deux éléments, G n’est pas
réduit a {0}. Donc en particulier dimG > 1. Soit (ey,--- ,e,) une base du sous-espace
G. Comme H est une partie de F' symétrique, convexe fermée, bornée, elle a les mémes
propriétés en tant que partie de G pour la norme induite. Montrons que son intérieur
contient 0. G est de dimension finie, donc toutes les normes sur GG sont équivalentes. il
nous suffit donc de montrer le résultat pour la norme infinie dans la base des e;.

Par symétrie, on a —e; - -+ — e,, qui sont dans H .

Par convexité,

v<€1a"' 7€n) S {_1’1}n’ Ty = 61€1+'T'l'+€nen GH

Les z, sont les sommets de I’hypercube de centre 0 et de coté % dans la base des e;.
Donc en particulier, I’enveloppe convexe des z., est contenue dans H. Or cette enveloppe
convexe (I’hypercube), est en fait la boule de centre 0 et de rayon % pour la norme infinie
dans la base des e;.

En conclusion 0 est bien un point intérieur a H.
Va € G, on note R, = {n € R} /7 € H}

0 appartient a l'intérieur de H. Donc

Va € G,3A/Vn > A, € R,.



L’ensemble R, est donc en particulier non vide. De plus R, est minoré par 0. On en déduit
que inf R, est bien définie. On veut montrer que p(a) = inf R, est une norme sur G.
On a immédiatement le fait que p soit positive.

Montrons qu’elle est définie.
Soit a € G,a # 0. Alors ||| tend vers +oo lorsque 7 tend vers 0. (|| - || est une norme
quelconque sur G)
Or H est borné¢, donc Im > 0/vn < m, ¢ ¢ R, Donc p(a) # 0.
D’évidence p(0) = 0 donc p est définie positive.

Montrons maintenant qu’elle est homogéne. Si A ou a sont nuls, alors on a bien p(Aa) =
Ap(a) = 0.
On suppose maintenant que a # 0 et A > 0.0n a n € R, si et seulement si % € 'H soit
1 € Ry Donc Ry, = AR, et donc p(Aa) = Ap(a). Or H est symétrique, donc —3 € H si et
seulement si % € H. On a finalement :

VA € R, Va € G, p(Aa) = |A|p(a)

Il reste maintenant & montrer que p vérifie I'inégalité triangulaire. Soit (a,b) € G2. si
a ou b est nul on a clairement p(a + b) < p(a) + p(b). Sinon on a p(a) € R, et p(b) € Ry,

c’est a dire que ﬁ et ﬁ sont dans H. Comme H est convexe, on a :

a+b  pla) a p(b) b
p@) + )~ p(@)+ p0) pla) T p@) + ) o)

En conclusion p définie bien une norme sur G. De plus on a a € H si et seulement si
1eR,
'H est donc la boule unité fermée de G pour la norme p

On veut maintenant montrer que B™ et H sont homéomorphes. On définit p norme
sur RV :

p(T1, - 1) = p(T1€1, -+ Tpey)
ol (e1,---,e,) est toujours une base de G. L’ensemble H définie par By ;5(0,1) est
homéomorphe & H. Soit || - || la norme euclidienne sur RY.

comme on est en dimension finie, elle est équivalente & p donc il existe m et M réels
strictement positifs tels que :

Vo € RV, m|jz|| < p(z) < Mz||
On définit une application f : RY — RY par :

f(0)=0et Vx #£0, f(x) = @x

]l

f est clairement continue sur RY \ {0}. De plus comme on a p(x) < M|z| , f est aussi
continue en 0.
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de méme si g : RN — RV est définie par :

g(0) =0et Vz £0,g9(z) = Mm

px)

Alors g est bien stir continue sur RY \ {0}. De plus comme on a p(x) > m||z| , g est aussi
continue en 0.

f et g sont inverses I'une de autre, et f(H) = B" puisque || f(z)|| = p(x) Donc H et B"
sont homéomorphes, donc H et B"™ sont homéomorphes.

Soit (E, || - ||) un espace vetoriel normé réel. On suppose que C' vérifie les hypothéses
du théoréme, ainsi que l'application T". Soit € > 0 quelconque. On peut donc recouvrir
K = T(C) par un nombre fini de boules du type B(ef, €/2), ot les € sont dans T'(C)
d’ou :

T(C)C K C UB(ef.,e/2)

i=1
on définit pour i € {1,2,--- ,N.},m: C — R par :

mie(e) = max(0, € — [[T(e) — eill)

I'application ;. est continue Vi. Or, d’aprés ce qui précéde puisque l'on a recouvert 7'(C)
par des boules B(e§, €/2), Ve € C,3i tel que ||T(e) — €| < €/2. Donc on a a fortiori :

Z Tic(e) > €—

=1

[NSRING

donc par conséquent, 'application 7, définit par :

= (2 7T,~7E(e)> (2 7Ti7€(€>€le->

est bien définie et est continue d’apreés 'inégalité établie précedemment.

(Z e ) I7(e) = 7.(e) | = H (Z m,e<e>> (T(e) =€)

(Z% >||T o)l <Zme — )

Siona |(T(e) —ef)| < ealors :

7 (T (e) — eh)l| < emcle)

puisque 7;(e) > 0 Or si ||(T(e) — €)|| > €, on a m(e) = 0. Donc dans tous les cas,
I’inégalité précédente est vraie.

Donc on a : N
(z ) 7(0) - Tl < €3 mle)
i=1

11




C’est a dire :
|T(e) —Te(e)|| <€

Cette inégalité étant établie pour un e € C' quelconque, on a :
sup [ T'(e) — Te(e)| < e

soit E. ’espace vectoriel engendré par les ef. On a 7. qui est a valeurs dans E.. On
définit H. = C N E. On a T.(H.) C E. (par définition de T.). De plus comme T,(e) est
un barycentre a coefficients strictement positifs de points de C, et comme C' est convexe,
on a: T.(H.) C C Donc finalement T.(H.) C H, Par ailleurs H, vérifie les hypothéses du
théoréme de brouwer (étendu) puisqu’il est FBCS Donc d’aprés le théoréme de Brouwer,
on a :
de. € H, tel que T.(e.) = e,

Si U, = e1/,, comme 'adhérence de T'(C') est compacte, il existe une suite extraite de
(T'(uy)) qui converge dans K. Soit e cette limite. On a alors :

||e - unH < He - T(un)H + HT(un) - un”

(On utilisé u, a la place de ug(,) pour alléger les notations). Donc la quantité |je — w,||
tend vers 0 puisque le premier terme tend vers 0 par convergence de la suite (u,), et le
deuxiéme tend vers 0 par continuité de 7" Donc u,, tend vers e, donc T'(u,) tend vers T'(e)
par continuité. on a donc T'(e) = e et T a donc un point fixe.

4 Application du théoréme de schauder

On s’intéresse aux EDO et EDP qui ne sont pas définies par des conditions de Cauchy.
Le théoréme de Cauchy repose sur le théoréme du point fixe de Picard. Ce théoréme
assure l’existence et l'unicité du point fixe pour une application contractante. Dans la
démonstration du théoréme de Cauchy Lipschitz, on construit une application qui admet
pour point fixe la solution du probléme de Cauchy. Dans le cas ot les conditions ne sont
pas de Cauchy, la situation est différente. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne marche
plus. On s’intéresse a des arguments de type topologique (en utilisant aussi des arguments
de point fixe), pour démontrer I'existence d’une solution a un probléme de Dirichlet. (on
a plus I'unicité qui repose sur le fait qu'une certaine application était contractante).

Exemple : on s’intéresse a 1’équation :

/

Va €]0, 1], —u" () + Mu(z) = h(u (z)) (E)

Avec 1 u(0) =u(l)=0et A >0
On lui associe pour cela 1’équation :

Vo €)0,1),  —u'(2) +du(e) =glz) (B

Cette solution admet une unique solution telle que : u(0) = u(1) = 0 pour certaines
valeurs de A Ceci ne se déduit pas directement du théoréme de Cauchy-Lipschitz (puisque
l'on a pas de conditions de Cauchy). Pourtant le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous
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affirme l'existence d’une solution uy L’ensemble des solution de (Ej) est ug+ .5y ott S est
'ensemble des solutions associées & I’équation homogéne (Ej).

vz €]0, 1], —u" () + Mu(z) = 0 (Eo)

Il est facile de vérifier que pour cette équation, il existe une unique solution satifaisant les
conditions de Dirichlet. En effet, soit ¢ ’application linéaire définie par :

¢: Sy — R u — (u(0),u(l))

est clairement un isomorphisme puisque son noyau est réduit & {0} (les solutions de (Ep)
sont des combinaisons linéaires d’exponentielles si A > 0 ) Donc I'unique solution de (E,)
vérifiant u(0) = u(1) = 0 est ug + ¢~ ((—u(0), —u(1)).

A partir de cet exemple simple, on a réussi & montrer que (£,) admet une unique
solution, en fixant des conditions de Dirichlet. Pour passer au cas général de ’équation
(E), on introduit 'application ¢, qui & g associe I'unique solution de (£,) avec les condtion
de Dirichlet.

On définie également 'application ¢, :

!/

Yu e C'([0,1)), Yz € [0,1],  (¢n(w))(x) = h(u (z))

L’idée est alors d’utiliser le théoréme de Schauder sur I'application 1, o ¢y. En effet,
si on a 1) o ¢p(u) = u alors u est solution de 'équation (F).

pour utiliser le théoréme de Schauder, on doit vérifier les différentes hypothéses. On
rappelle ’énoncé du théoréme de Schauder :

Soit E un espace vectoriel normé sur R, soit C' une partie de F non vide, symétrique,
convexe, fermée et bornée. Soit T' une application continue de C' dans C' telle que T'(C)
est une partie de E dont Padhérence est compacte. alors il existe e € C, tel que T'(e) = e

Soit C, = {u € C*([0,1]),u(0) = u(1) = 0,||ullpx < u} Il est facile de voir que cet
ensemble a les propriétés nécessaires pour le théoréme de Schauder, excepté la relative
compacité de T(C) (T est défini ici comme étant la composée 1) o ¢p,)

Pour un certain ¢ , on a:

a0 dn(Cu) C Gy

Pour montrer que T(C),) est d’adhérence compacte on utilise le théoréme d’Ascoli :

Théoréme (théoréme d’Ascoli). soit A une partie de C(X,Y). On dira que A est équicon-
tinue sur X si:

Ve>0,3n>0,Vf € AVa,y € X,d(z,y) <n=d(f(z), f(y)) <e

Le théoréeme d’Ascoli montre I’équivalence entre les deux propositions :

- A est équicontinue sur X

- A est relativement compact dans C(X,Y) muni de la topologie de la convergence uni-
forme.

13



On veut donc montrer que 7'(C),) est équicontinue sur [0, 1]. On utilise I'inégalité des
accroissements finis sur la fonction 7T'(u).

17 (u)(x) = T(u)(W)lloo < (T (W) lloclz — ]

Or on a vu qu'’il existe p tel que 7'(C),) C C,,. Donc pour ce p donné, on a ||(T'(u))||cr < p,
donc en particulier |[(T'(u))||oc < g D’ou finalement :

1T (w)(z) — T(w)(Y)lloo < plz =yl

Ce qui montre bien que T'(C,) est équicontinue. On conclut en utilisant le théoréme
d’Ascoli. On a donc réuni toutes les hypothéses du théoréme de Schauder. on a donc bien
prouvé que I’équation (E) posédait une solution.

5 le degré topologique

On s’intéresse maintenant, a un invariant topologique qui permet de déduire le théoréme
de Brouwer et le théoréme de Schauder. 1l posséde également ’avantage de déduire 1’exis-
tence de zéros de fonctions et donc de pouvoir déduire I'existence de solutions aux EDO
et EDP avec conditions au bord.

Dans tout le paragraphe, f est une application (au moins) continue de U dans R™. U
est un ouvert borné de R".

Définition 1.

(1) xo € U est un point réqulier de f si df (xg) est inversible. Dans le cas contraire, on dit
que xo est un point critique.

(ii) yo € R™ est appelé valeur réguliere de f si f~(yo) ne contient pas de points critiques.
dans le cas contraire, on dit que yo est une valeur critique.

Théoréme 2 (théoreme de Sard).
Si f € CYU,R") alors ’ensemble des valeurs critiques est de mesure nulle ;

On utilisera fréquemment la condition :
yo € R™\ f(9U)

Dans cette premiére partie on suppose que toutes les fonctions sont C* sur U.

Définition 3.
Soit yo une valeur réguliere de f. Alors I'ensemble

F o) ={z €U: f(z) =y}

est fini. On peut donc définir le degré de f en yo par :

dlyo) = Y sgnldet df,]

z€f~1(yo)
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En effet, d’apres le théoréme des fonctions implicites, 'ensemble f “(yo) doit étre discret.
Comme U est borné, il en est de méme pour U. Par conséquent, il ne peut y avoir qu’un
nombre fini de points dans f~1(yp). Ceci jusitifie donc la définition du degré topologique.

On remarque, dans cette définition, que le degré est un entier, positif, négatif ou nul.
Egalement d’aprés cette définition on remarque que si d(f,yo,U) # 0 alors yo € f(U).
ceci est particuliérement pratique pour montrer qu’une fonction s’annule sur un certain
ouvert.

Propriété 1.
Pour |yo — y1| suffisamment petit, on a :

d(fa Yo, U) = d(fa Y1, U)

Corollaire 4.
Si y est une valeur réguliere de f appartenant a la méme composante connezxe (par arcs)

que yo (dans R™\ f(OU)), alors d(y) = d(yo).

En effet, il suffit de relier y a yo par un arc . Grace a la propriété 1 et a la compacité
de I'arc 7. On en déduit le résultat.

Propriété 2 (invariance par homotopie).
Soit F: U x [0,1] — R™ une application C* sur U et continue sur [0, 1].
Alors si ¥t € [0,1],y0 ¢ F(OU,t), d(F(-,t),y0,U) est indépendant de t

Propriété 3 (dépendance aux valeurs sur le bord).

Si f low = 9 low €t 10 & F(0U) = g(U),
alors d(f7 Yo, U) = d(ga Yo, U)

Pour prouver ce résultat, il suffit de voir que la famille F(-,t) =tf + (1 —t)g est une
homotopie entre f et g, et de plus que la condition de la propriété 2 est vérifiée puisque
six € OU alors F(x,t) =ty+ (1 —t)y =y ou y = f(x) = g(z). Donc si yo ¢ f(OU), on a
Y # Yo, et donc yo & F(9U, 1).

Propriété 4.

Soit (Us); une famille dénombrable d’ouverts disjoints inclus dans U On suppose de plus

que yo & FIOU\NUU;). Alors d(f,yo,U;) = 0 sauf pour un nombre fini d’indice i et de plus :

d(f7 Yo, U) - Z d(f7 Yo, Uz)

Preuve : U\ |J U; est fermé donc compact (puisque borné). on en déduit que f(U\|J U;)
est compact. Par le théoréme de Sard, il existe un y, valeur réguliére suffisamment proche
de yo pour que d(f,y,U;) = d(f,yo,U;). Comme f~'(y) est fini, il est contenu seulement

dans un nombre fini de U;. supposons par exemple que f~!(y) = {1, -+ , 21}, ou x; € Uj.
on a :
k k k
d(f,y0,U) = d(f,y,U) =Y _ sgn(det df.,) = _d(f,y,U) =Y _ d(f,y0,U;)
1 1 1

En effet, f~!(y) N U; = {x;}, donc d(f,y,U;) = sgn(det df,,) Ce qui prouve le résultat.
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Propriété 5 (excision). B
Soit QQ un ensemble fermé dans U, et supposons que yo & f(Q). Alors :

d(fa yOaU) = d(f7y07U\Q)

En effet, si on pose U; = U \ Q, cette famille vérifie les hypothéses de la propriété 4.
on en déduit donc le résultat.

Propriété 6.
Soit U et V' deux ouverts bornés respectivement de dimension n et m. supposons que
feCHU,R") et g € CHV,R™). Alors st yo € R™\ f(OU) et y; € R™\ g(0V), on a :

d(f ® g, (Yo,y1), U x V) =d(f,y0,U)d(g,y1,V)

Propriété 7.
Si les vecteurs f(x) et g(x) ne pointent jamais dans des directions opposées pour x € OU,
alors

d(f,0,U) =4d(g,0,U)
En effet, on utilisant la propriété 2, et ’homotopie ¢ f(z)+ (1 —t)g(x), on a le résultat.

Propriété 8 (composition).

Soit f € C*(U,V) et g € C®°(V,R"), ot U et V sont des ouverts bornés de R". Soit
(V}); une famille d’ouverts connezes par arcs de V' \ f(OU), dont les fermetures sont des
compagcts disjoints inclus dans V. Alors si zg € R"\ (go f)(OU), on a :

d<g o f> 20, U) = Zd(fa ‘/ja U>d(97 20, V)
J

Comme d(f,v,U) est constant pour v € Vj}, la définition d(f,V;,U) a bien un sens.

Il faut maintenant montrer que le degré est une notion topologique (et non différen-
tielle). Soit f € C(U,R™) on définit : d(f,yo,U) = lim d(fn,y0,U), oit (f)n est une suite

de fonctions C' convergent uniformément vers f dans U.
Lemme 5. La limite précédente existe et ne dépend pas de la suite approzimante (f,)n

Preuve : En effet, soit 6 = dist(yo, f(OU)). Alors § est fini et non nul. Si on considére
une autre suite approximante (g,),, on peut montrer que ces deux suites peuvent étre
homotopées avec la condition de la propriété 2. En effet, supposons par I’absurde que :
3t €10,1], 90 € t£,(3U) + (1 — 1)g,(OU) donc Iz € AU, yo = tf () + (1 — t)gu(x)

Yo — flz) =t(f = fu)(@) + (L =) (f — gn)(2) (1)
En conséquence de la convergence uniforme, on a :
aN € N,Vn > N, ||f - fn”oo + ||f - gn”oo < 5/2

Donc on déduit de la formule (1) que ||yo — f(x)|| < /2
C’est impossible.
Donc la condition de la propriété 2 est satisfaite. Donc d(f,,, yo, U) = d(gn, Yo, U), pour
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n > N. L’existence de la limite se montre de la méme fagon en utilisant f,, et f,,, on a
d(fn,y0,U) = d(fm,v0,U), pour n,m > N.

Ceci termine la démonstration.

Il est aisé de voir que les propriétés établies dans le cas C! s’étendent au cas continu
(par passage a la limite).

Voyons maintenant quelques applications de la théorie du degré topologique.

Théoréme 6 (théoréme de non-rétraction). Soit B la boule ouverte unité dans R". Alors
il n’existe pas d’application continue f : B — OB telle que f |,5 soit lidentité.

Ce théoréme signifie qu’on ne peut pas “rétracter” une boule sur sa sphére correspon-
dante.

Preuve : Supposons par ’absurde qu’une telle fonction f existe. Alors 0 ¢ f(0B). on
utilise alors le résultat de la propriété 3, donc on a :

A(f,0,B) = d(I,0,B) = 1
donc en particulier 0 € f(B). Or f(B) C 0B. C’est impossible. D’ott le théoréme.

Remarque 1. On peut également montrer ce théoreme en dimension 2 en utilisant les
groupes fondamentaux d’homotopie (m1). En effet, en supposant qu’une telle rétraction
existe, on a des homomorphismes de groupes :

m(0B,1) — m(B,1) — m (0B, 1)

Cette composé d’homomorphismes doit réaliser un automorphisme de m(0B,1). Or le
premier homomorphisme entre (0B, 1) et m (B, 1) est en fait le morphisme nul car :

m(0B,1) =2 Z et m (B, 1) = {0}

On en déduit une contradiction. En revanche cette démonstration échoue pour les dimen-
sions supérieures puisque m (0B, 1) = {0} sin > 3.

Dans le cas présent, Uinvariant topologique considéré (le degré) vaut toujours 1 quelque
soit la dimension de [’espace considéré.

Ce théoréme permet de déduire le théoréme du point fixe de Brouwer (ces deux
théorémes sont en fait équivalents).

Théoréme 7 (théoréme de Brouwer). Soit B un ensemble homéomorphe a une boule
ouverte de R", et f une application continue de B dans lui-méme. Alors il existe T € B
tel que f(z) =&

Preuve : On a déja montré qu’on peut supposer que B est la boule ouverte unité
(précédente démonstration du théoréme de Brouwer) supposons par I'absurde que f n’a
pas de point fixe dans B.

On considére la droite D : Az + (1 — A) f(z) Ceci est bien une droite (non réduite a
un point) puisque f n’a pas de points fixes. On considére y l'intersection de cette droite
avec OB avec A > 0 (cette intersection existe puisque x € B et B est borné alors que D
ne 'est pas.) On considére F' Iapplication qui a x renvoit y. Il est facile de voir que cette
application est continue. On a de plus F' |,5; = Id. C’est impossible d’aprés le théoréme
précédent.

On en déduit le théoréme de Brouwer par ’absurde.
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F1G. 1 — Une rétraction du disque sur le cercle

6 Le degré de Leray-Schauder

L’idée de cette partie est de généraliser la notion de degré topologique aux espaces de
dimension infinie. Il est possible de définir le degré de Leray-Schauder en le définissant
comme une certaine limite de degrés topologiques. Ce degré a ’avantage de pouvoir étre
utilisé dans des espaces de fonctions (de dimension infinie), et donc de donner des résultats
concernant ’existence de solutions aux équations différentielles avec conditions au bord.

Dans tout le paragraphe, les fonctions qu’on considere sont (au moins) continues.

Définition 8.
Soient B un espace Banach et U un sous-ensemble de B. Une application T de B dans

B est dite compacte si l'adhérence de T(K) est compacte pour tout sous-ensemble borné
et fermé K C U

Exemple 1. Si k € C'(R) vérifie ||k|| L+ ||k|| 1~ < C < 0o, Uopérateur T : L>=([0,1]) —
L>([0,1]) défini par :

T(u)(x) = / K(r — y)f(y) dy

est compact. En effet, si ||u||p~ < M, alors :
[T (W) zoe < M [[E| o,

|7 (u)'l| oo < M|[K']| o

Par le théoréme d’Ascoli, T({u € L*>([0,1]); ||ullr= < M}) est relativement compact, ce
qui montre que l'opérateur T est compact. Voir la section suivante pour un autre exemple
d’opérateur compact.

On peut maintenant étendre le concept de degré topologique aux applications de la
forme : T'= 1 — K ou K est un opérateur compact. Soit © un ouvert borné¢ d’un espace de
Banach B et soit T une application de U dans B. On suppose toujours que yo ¢ T(9U).
Il s’agit de montrer que T'(OU) est un ensemble fermé : Soit F' un fermé, montrons que
T(F) est fermé. Soit x, € F. On suppose que T'(z,) a une limite quand n tend vers
'infini. Alors T'(x,,) = x, — K(z,) — y. Comme K est compacte, une sous-suite de K (z,,)
converge vers k. Ainsi x, — k+y =x et © € F car F est fermé. Par ailleurs, comme K
est continue, K (x) =k, donc y = x — K(z). D’ou le resultat
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Comme T'(OU) est fermé et yo ¢ T(OU), on peut alors considerer dist(yo, T'(0U)) =
0 > 0 . Soient € < ¢ et K. une e-approximation de K dont I'image est dans l’espace
vectoriel V. de dimension finite contenant yo. Posant T, = I — K, on a alors T.(x) ¢ yo, si
x € AU . Ainsi, pour Papplication Tt|y.~g : VeNU — V, le degré d(T., V.NU, yo) est défini.

Définition 9. (Le degré de Leray-Schauder)
On pose :
d<T7 U7 yU) - d(TEJ ‘/E N U7 yU)

qu’on appelle le degré de Leray-Schauder.
Pour montrer qu’il est bien définie, on a besoin du lemme suivant (que I'on ne démontre
pas ici) :

Lemme 10.

Soit U un sous-ensemble ouvert et borné de R™ = R™ @& R™, ny +ny = n St T est une
application de U dans R™ de la forme I+¢ ot ¢ : U — R™ x{0} et yo € R™ x{0}—f(0U),
alors d(f,U,yo) = d(f |;,,Ur,%0), o Uy = UNR™

On va montrer que le degré de Leray-Schauder ne dépend pas du choix de V, :
D’apreés le lemme précédent, si V =V, @& N ou N est un espace de dimension finie, on a
d(T.,VNU,y) =d(T.,V.NU,yp) . Ainsi, si K, est une autre approximation de K telle
que K, : U —=V,,n<6/2et V=V, ®Vj, alors

d(T., Ve N U, yo) = d(T.,V N U, yo)

d(Tn7 ‘/;7 N U7 ?JO) = d<T777 Vn U7 ?/0)

Soit Ty = t.T,,+ (1 —t)T,alors yo ¢ T;(OU) par la définition de 6. D’aprés I'invariance par
homotopie du degré, on a que

d(T.,V NU,yo) = d(T,, VN U,y)

Donc
d<Tey ‘/e N U7 yO) = d<T777 ‘/?7 N U7 yO)

Ce qui montre que le degré de Leray-Schauder ne dépend pas de la fagon dont on approche
K.

On introduit la notion “d’index”, en décrivant le degré d’une fonction par rapport a
un de ses zéros.

Soient B un espace de Banach, U un ouvert de B et f € C(U, B), on pose de plus
que f ne s’annule pas sur QU et que K = I — f est compacte.

Maintenant on suppose que ug est un zéro isolé de f et que df,, = [ — dK,, est un
isomorphisme. Soit Sc(ug) le boule de rayon € centré en wug, contenant aucun autre zéro de
f. Comme f =1 — K, on peut alors calculer d(f, Sc(ug),0), et ce degré est independant
de € pour € assez petit(d’aprés la propriété 2 et 5 dans le chapitre précédent).
ceci nous permet d’introduire la définition suivante :

Définition 11.
On appelle index de [ en ug :

if(uo) = d(f, Se(uo),0)
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De plus, on peut montrer que A = dK,, est compacte et donc 'ensemble des valeurs
propres supérieures a 1 de A est fini. Si A est une telle valeur propre, on note 7, sa
multiplicité. Le théoréme suivant nous permet de calculer explicitement 'index de f en
up en fonction des 7).

Théoréme 12.
if(ug) = (=1)7, otho =3, 17

Preuve : On montre ce résultat dans le cas de la dimension finie. Soit P une matrice carré
de taille n, inversible, et @ = I — P. Alors ip(0) = d(P,S.,0) = sgn(detP). On veut
montrer le théoréme dans ce cas, c’est a dire :

sgn(det P) = (—1)?, o = Zn,\

A>1
en effet, il suffit de remarquer que :
k
sgn(det P) = sgn (H AT) = sgn ( H A;") = (1)
1 Ai<0,m;odd

ot @ =), _o{odd mi} et les A; sont les valeurs propres de P ayant pour multiplicité
m;. De plus, (=1)7 = (=1)" ou 7 = }_,_,{odd mi} donc comme pour chaque valeur
propre A de @), il existe 7 tel que A =1 — \;, on a le résultat en dimension finie.

7 Application du degré de Leray-Schauder

Dans cette section, on utilise la théorie du degré de Leray-Schauder pour montrer
Iexistence de solution a un probléme d’EDP.

On considére I'équation aux dérivées partielles avec conditions au bord de Dirichlet :
Au— F(x,u) =0,Vr € Q
u(z) = 0,Vx € 09,
ou F' est une fonction qui vérifie :
IE( u)llrz < Clay,
ott O} est une fonction croissante de |jul|, et :

() 2

lull a—oo ||| 2

=0.

On définit l'opérateur K : L*(Q2) — L?(Q) qui & u associe g € L*(Q), nulle au bord de
1, telle que :
Ag = u.
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L’existence et 1'unicité de g pouvant étre démontré grace au théoréme de Lax-Milgram.
Cet opérateur est compact (voir la remarque ci-dessous). On définit ensuite 1'opérateur
T : L?(Q) — L*(Q) par :

T(u) =u— KF(u),

Cet opérateur vérifie les hypothéses du degré de Leray-Schauder, car K F' est compact,
puisque 'image de la boule {u € L*(Q);||ul|zz < M} par F est borné dans L*(w) :
|F(-,u)|| < Cur, et comme K est compact, cela implique que 'image de la boule par K'F
est relativement compact. Ainsi, lopérateur K F sur L?(f2) est compact.

La seconde étape consiste & montrer que 7' ne s’annule pas sur le bord d’une boule
{u € L*(Q); ||u||z2 < M}, si M est assez grand. En effet,
1T (w2 = |lull> — 1K F(w)l|z2, (2)

mais, par définition de K,
Fu) = A(KF(u)),

donc, en multipliant par K F'(u) et en intégrant, on obtient | V(K F(u))||7: = || F(v) V(K F(u))|| 2 <
| F(u)|lp2 [[V(KF(w))|l 2, et donc,
IVKE )]z < [1F(w)]]zz,

et comme K F'(u) est nulle au bord, I'inégalité de Poincaré montre que :

1K E(u)|| 2 < ClIF (u)]] 2.

On introduit cette inégalité dans (2) pour obtenir :

Il

1T @) > (1 _¢
Tull:

Grace a Phypothése faite sur 'opérateur F, on a que si ||ul[z2 est assez grand,

1
IT(@)llz2 > S lluflr2 > 0.

On définit la famille d’opérateur T, sur {u € L*(Q); |Jul|zz < M} (ou M est défini par
I'étape précédente) par :
Ti(u) :=u—tKF(u).

Cela définit une homotopie vérifiant Ty = I, Ty = T, et quelque soit t € [0, 1], T; ne s’an-
nule pas sur le bord de la boule {u € L?(Q);||u||zz= < M} par les agrduments développés
a I'étape précédente.

D’aprés l'invariance du degré de Leray-Schauder, d(T, {u € L?(Q); ||ul|z: < M},0) =
d(I,{u € L*(Q); ||ul|zz < M},0) =1 # 0. Cela implique qu’il existe u € {u € L*(Q); ||u|| 2 <
M} tel que T'(u) = 0, c’est & dire :
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Remarque 2. Pour montrer que [tnverse du Laplacien K est un opérateur compact, on
procede comme suit : Soit F C L*(Q) bornée. Alors, pour u € F,

A(Ku) = u,

donc, en multipliant par u, en intégrant et en applicant l'inégalité de Cauchy-Schwartz,
on obtient :

|V (Ku)||z2 < Cste,

et donc, grdace a l'inégalité de Poincaré,
|(Ku)|| g < Cste.
Grace au théoréeme de Kondrashov (injection de Sobolev), l'image de F est relativement
compact dans L*(Q). Ce qui montre que K est un opérateur compact.
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