Ensemble triadique de Cantor

Sources : 

http://www.bibmath.net/dico/index.php3?action=affiche&quoi=./e/escalierdiable.html
http://www.mathcurve.com/fractals/escalierdudiable/escalierdudiable.shtml
L'ensemble triadique de Cantor est construit de la façon suivante : prenez l'intervalle [0,1], coupez-le en 3 segments de taille égale et retirez-lui le segment du milieu. Il reste 2 segments. Pour chaque segment, on réitère le procédé, à savoir on coupe en 3 et on retire le segment du milieu. On répète ainsi l'algorithme un nombre infini de fois. L'ensemble résultant est l'ensemble triadique de Cantor. Sur le dessin suivant, où on montre les premières étapes de la construction de l'ensemble de Cantor, on comprend pourquoi cet ensemble porte le nom de poussières de Cantor. 
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  Il existe de nombreuses autres façons de décrire l'ensemble de Cantor : l'une des plus commodes est de dire qu'il s'agit des réels de [0,1] qui admettent un développement en base 3 ne comportant que des 0 ou des 2. Si les poussières de Cantor peuvent paraitre artificielles, elles sont en fait très importantes car la source d'un grand nombre d'exemples ou de contre-exemples. On peut dire en effet de l'ensemble de Cantor qu' 
· il est compact (c'est un fermé borné), et aucun de ses points n'est isolé. 

· il est d'intérieur vide et totalement discontinu : en clair, il est plein de trous et ne contient aucun intervalle non réduit à un point. 

· il peut être mis en bijection avec R : en particulier, il n'est pas dénombrable. 

· il est de mesure (de Lebesgue) nulle. 

· il est un objet fractal, dont la dimension fractale est ln(2)/ln(3). 

 L’escalier du diable.

 s'agit d'une fonction construite sur le modèle de l'ensemble de Cantor par le procédé itératif suivant : 
· la fonction f1 est affine, avec f1(0)=0, f1(1)=1. 

· on coupe l'intervalle [0,1] en 3 segments de même longueur : [0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1]. La fonction f2 est constante sur l'intervalle du milieu, affine sur chacun des deux autres intervalles, avec les valeurs aux bord : f2(0)=0, f2(1/3)=f2(2/3)=1/2, f2(1)=1. 

· pour déduire f3 de f2, on répète le même procédé sur chacun des intervalles où f2 est affine : on coupe l'intervalle en 3, f3 est constante sur l'intervalle du milieu, affine sur les deux autres, avec la même pente. 

· on répète... 

  La fonction limite des fn s'appelle fonction de Cantor.

Cette fonction a des propriétés très particulières : elle est dérivable en tout point qui n'appartient pas à l'ensemble de Cantor, et sa dérivée y est nulle. Autrement dit, puisque l'ensemble de Cantor est de mesure nulle, elle est dérivable presque partout, sa dérivée vaut presque partout 0, et pourtant f(0)=0 alors que f(1)=1! C'est de cette propriété très étrange que vient probablement l'autre nom de la fonction de Cantor : l'escalier du diable... C'est donc une fractale très intéressante.
Cette courbe a été découverte en 1885 par Ludwig Scheefer, qui était un élève de Cantor.
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	Autres noms : courbe, escalier de Cantor-Lebesgue.



 Équation cartésienne : y = f(x) où la fonction f est définie sur [0, 1] comme suit : si le développement ternaire impropre de x ne comporte que des 0 ou des 2 (c'est-à dire, si x appartient à l'ensemble de Cantor), alors f(x) est le nombre obtenu en changeant les chiffres 2 en des chiffres 1, lu en base 2. 
Si le développement ternaire de x contient un 1, alors f(x) = f(x'), nombre obtenu en tronquant x après le premier 1 rencontré. 
Code Maple : 
escalier:=proc(a,b,c,d,n) local liste;  
if n=0 then liste:=[a,b],[c,d] else liste:=  
escalier(a, b, (2*a+c)/3, (b+d)/2, n-1),  
escalier((2*a+c)/3, (b+d)/2, (a+2*c)/3, (b+d)/2, n-1),  
escalier((a+2*c)/3, (b+d)/2, c, d, n-1) fi; 
liste end: 
plot([escalier(0,0,1,1,3)]);

 On note E l'espace des fonctions continues f réelles sur [0,1], telles que f(0) = 0 et f(1) = 1, et T l'opérateur défini sur E par : 
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On montre aisément que T est une contraction de E complet (pour la norme de la convergence uniforme) ; T admet donc un point fixe, appelée fonction de Cantor-Lebesgue. L'escalier du diable est la courbe de cette fonction. 

Cette fonction a été construite pour donner un exemple de fonction continue ayant une dérivée nulle presque partout (sur le complémentaire de l'ensemble de Cantor) et qui n'est cependant pas constante ; autrement dit, l'escalier du diable est ainsi nommé car il est continu, a presque partout une tangente horizontale, et pourtant il monte ! Inversement bien sur, la tangente est verticale en tout point dont l'abscisse appartient à l'ensemble de Cantor. 

Si l'on part de f0(x) = x, la fonction fn = Tn(f) est l'unique fonction de E qui est constante sur chacun des intervalles constituant le complémentaire de l'ensemble de Cantor à l'étape n , noté Cn, et affine de pente (3/2)n sur chacun des intervalles de Cn. 
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