Mathématiques Analyse
ENS de Cachan S.Fabre 2009-2010

TD2 Topologie

Bibliographie recommandée : poly analyse, J.Dixmier "topologie générale", G.Choquet "cours de
topologie".

Exercice 1
Soit E un espace topologique "grossier" i.e. les ouverts de E sont {(), E'}. Montrer que si E contient plus
d’un élément, il n’est pas séparé.

Exercice 2 Soit £ un espace métrique, montrer que
1) I’espace E est séparé,

2) si Aestune partiede Eetsiz € Ealorsz € A <= d(z,A) = ingd(:r,y) =0« J(zp)n C A
ye

telle que x,, — x.

Exercice 3 Continuité séquentielle

Soient E et F' deux espaces topologiques séparés. Soit f : £ — F une application séquentiellement
continue ( ¢’est-a-dire si x,, — = = f(z) — f(x)).

On suppose que E est métrisable et on souhaite montrer que f est continue.

1) Ecrire la continuité des deux applications "identité".

2) En supposant que f n’est pas continue en un certain xg € F, construire une suite qui donnera une
contradiction. Préciser a quel moment, la continuité des deux applications "identité" est utilisée.

Exercice 4 Valeur d’adhérence dans un espace métrique
Soient E un espace métrique, (), une suite de points de E et x € E. Montrer que si x est valeur
d’adhérence de la suite (z,,),, alors il existe une sous-suite (z,, ), qui converge vers .

Exercice 5

1) Soient F un espace topologique compact et F' un espace topologique séparé. Soit f : £ — F une
application continue. Montrer que f(F) est compact.

2) Soient E un espace métrique compact et F' un espace métrique. Soit f : F — F une application
continue. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 6 Métrique compact = complet
Soit E/ un espace métrique compact, montrer que F est complet.

Exercice 7

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. on suppose que F est de dimension finie.
a) Montrer que toutes les normes sur E sont équivalentes.
b) Soit u : ' — F linéaire, montrer que u est continue.

Exercice 8
Soit E = Q[v2] = {a+ bv2,a € Q,b € Q}. On définit sur E, No(a + bv/2) = |a + bv/2| et Ny(a +
bv/2) = max(|al, [b]).



a) Vérifier que Ny et N7 sont des normes sur F.
Soit z = /2 — 1, montrer que Vn > 1, 2" = a, + b,v/2 ol ay, b, € Q et a,b, < 0. En déduire que
(V24 1) = [an] + [bal V2.

b) Montrer que Ny et N1 ne sont pas équivalentes sur . (E est un Q-espace vectoriel de dimension
finie, commenter.)

Exercice 9 1/2
. 1
Soit E = C([0, 1]). Pour f € E, on pose N(f) = (f(0)2 + [ 1'(#)%dt)"” et ||l oc = suppo. £ ().
a) Vérifier que N est une norme sur E.
b) Montrer que pour toute f dans E, || f|., < v2 N(f).
c) Montrer que || ||, et N ne sont pas équivalentes sur E.

Exercice 10

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On note L(F, F') I’ensemble des applications linéaires et
continues de E dans F'.

Montrer que si F est complet, I'espace L(E, F') est complet (donc E’ est toujours complet).

Exercice 11 Théoréme a connaitre

Soit £/ un espace métrique, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’espace E est compact.

(ii) Toute suite de points de E' admet une valeur d’adhérence.

(iii) Toute suite de points de E a une sous-suite convergente.

(Indication pour (ii7) = (4) : Soit (O;);er un recouvrement ouvert de E,
1) montrer que 3r > 0, tel que Va € E, 3i € I, tel que B(z,r) C O;.

2) montrer que F est recouvert par un nombre fini de O;.)



Corrigé des exercices

Exercice 1

Soient z,y € E avec x # y. Soient V € V(x) et W € V(y). Par définition des voisinages, il existe U
ouverttelque x € U C V. Alors U = E'donc V = E. De méme, W = E. On ne peut donc pas séparer
xety.

Exercice 2

1) Siz #vy, B(x,r) N B(y,r) = 0 avec r =
2)d(z,A) = infd .

) d(z, A) inf, (z,y)

d(z,y)
T

dz,A) =0 <= Ve>0, Jy. € Atelque d(z,y.) <ce,
< Ve>0, B(z,e)NA#,
— zcA

Sid(z, A) = O alors pour e = 1, 3z, € Atel que d(z, z,) < % donc il existe une suite (zy,),, C A telle
que T, — .

Si il existe une suite (x,), C A telle que z,, — z alors VV € V(z), AN tel que Vn > N, z, € V
donc VYV € V(x),VNA# etz € A

Exercice 3
Remarque : On a toujours continuité = continuité séquentielle.
1) E est métrisable si et seulement si il existe une distance d sur F telle que les deux applications

AN

"identité" suivantes

iy: (E,d) — E,
ig: E — (E,d),

sont continues. Ce qui s’écrit pour i; :
Va,VV € V(x),3r > 0, tel que d(z,y) <r = f(y) € V.

Et pour 23 :
Va,Ve > 0,3V € V(z), telquey € V = d(z,y) < e.

2) On suppose que f n’est pas continue en xy € E, alors AW € V(f(xg)) tel que VV € V(xp),
f(V) ¢ W.Comme iy est continue, en choisissant e = L, n € IN*, on voit qu’il existe V;, € V(z)
tel que y € V;, = d(z0,y) < 1. On peut donc construire une suite (y,), telle que d(zg, y,) < L et
f(yn) ¢ W pour tout n.

Alors la suite (y,,), converge vers xg dans (F, d). Comme i est (séquentiellement) continue, y,, —

dans E. Or la suite ( f(yy))n ne converge pas vers f(xg), puisque f(y,) ¢ W pour tout n. C’est absurde.

Exercice 4

Si z est valeur d’adhérence de la suite (x,, ), alors Ve > 0, Vn, 3i > ntel que d(z, x;) < . En choisissant
par exemple € = 7, on construit une suite (n,), strictement croissante telle que d(x, zp, ) < 3. La suite
(@n, ) tend alors vers x.



Exercice 5

1) On veut montrer que f(E) est compact.

D’abord f(E) est séparé car F' I’est. Supposons maintenant que f(E) C J;c; U; ou chaque U; est un
ouvert de F. Comme f est continue, f~*(U;) est ouvert dans E et E C |J;o; f ' (U;). Puisque E est
compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini : 3J finiC [ tel que £ C UjE g f *1(Uj). Alors
f(E) CUje; Uj. D’ou f(E) est compact. (Rappel f(f7H(A) c AetAcC F7L(f(A)).)

2) Comme f est continue, Vo € E, Ve > 0, a, > 0tel que d(z,y) < o, = d(f(2), f(y)) < 5.
Onaalors E C |J,cp B(z, %) et E est compact.

Donc E C Uf\;l B(w;, “5). On pose § = 1 min(ay,, ..., azy) > 0.

Si y et z sont tels que d(y, z) < 0, 3i < N, tel que y € B(x;, 5¢) et d(z,2;) < 6 +
Ji < N tel que y, z € B(x;, oy, ). Alors

d(f(y), f(2)) < d(f(y), f (i) +d(f (i), f(2)) <e.

Donc f est uniformément continue.

Qg
5t < o, Donc

Exercice 6

Soit (z5,)n, C E une suite de Cauchy. Alors Ve > 0, 3N tel que Vn,m > N, d(xp, Ty) < €. Comme E
est compact, il existe une sous-suite (z,x)x qui converge vers x dans E. On fixe n > N. Pour n; > N,
on a bien sir d(zpk, z,) < €. Quand k — o0, Ty — x et d(xpg, ) — d(x,zy). Donc en passant a
la limite dans I’inégalité ci-dessus, on obtient d(z, x,) < e. Ceci est vrai pour tout n > N. E est bien
complet.

Exercice 7

n
a)Soient n = dim E et ey, ..., e,, une base de E. On définit pour x = inei € F, lanorme
1

n
lzll, = Z|.CCZ’ Soit 1 = {x € E : ||z|; = 1} et soit N une autre norme sur E, de N(z) <
1

(sup; N(e;))|lz||; on déduit la continuité de N sur (S1, || ||;) compact, donc N est bornée et atteint ses
bornes. Il existe awet 3 > 0 tels que Vo € S7, o« < N(x) < . Comme o = N(y) pouruny € S,y # 0
et o > 0. Enfin, Vx # 0, ﬁ € Sy donc af|z||; < N(x) < Bllz|,.

n
b) Soit z = inei € E,ona |u(x)| p < (sup; ||u(e)|| g)|lx]|; donc u est continue.

1

Exercice 8
a) Il est clair que Ny et V7 sont des normes sur E (elles le sont sur R et V2 Z Q)
On raisonne par récurrence, pour n = 1,onaa; = —1 et by = 1 donc a;b; < 0. On suppose que

2" € E et ayh, < 0alors 2" = a,41 + byy1V2 oll apyy = 2b, — ay, et bpyy = a, — b, donc
Ans1bni1 = bu(an — by) — (an — by)? < 0.

Enfin si (vV2 + 1) = |an| + |by|v2 alors (V2 + 1)"FL = (2]b,] + |an|) + V2(Jan| + |ba]). Or
ant1 = 2bp—ay, et ayb, < 0 montre que |ay+1| = 2|by|+|ay|. De méme pour by, 11, [bnt1| = |an|+|bn
donc Vn > 1, (V2 + 1) = |an| + |bn| V2.

b) D’une part, No(2") = |[v/2 — 1|* — 0. D’autre part, par exemple :

’

Ni(z™)(1+v2) = N((V2+ 1)) (1 +v2) > (V2+ 1)" = |an| + |bp]|V2 — 400,

donc les deux normes ne sont pas équivalentes.



Exercice 9
a) Il est clair que N dérive d’un produit scalaire.

1
b) Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |f(x)| < [f(0)] + (fol f(t)2dt)*. En élevant au carré et en
utilisant I’inégalité 2ab < a2 + b2, on obtient facilement | f(x)|* < 2N (f)2, Vz € [0, 1].

¢) On choisit f,(x) = a™. Alors Vn, || fullco = 1 et N(fn) = \/227_1 — —+00. Donc ces deux normes ne
sont pas équivalentes.

Exercice 10
Soit (fy),, € L(E, F) une suite de Cauchy alors

Ve > 0,dN telque Vp, g > N, |[fp — f4ll <e.

En particulier, Vo € E, || fp(x) — fo(2)|| p < €l|2||5- (1).

EtVa € E, la suite (fy,(x)),, est de Cauchy dans F' complet donc converge vers un élément noté f(zx).
la fonction f est linéaire comme limite simple de fonctions linéaires. On fixe p dans (1) et on laisse
q — o0, on obtient alors || f,(z) — f(2)||p < €l|z| g, V& € E, &0t f = f — f, + f, est continue et
lfp — fll <e,deésquep > N donc f,, — f dans L(E, F).

Exercice 11
On montre (i) = (i7) (qui est toujours vrai) :
On pose A, = {xy, k > n} ol (z,), C E. Alors F,, = A, est fermé et F}, ;1 C F,,. Il faut montrer que
NnFpn # 0. Si N, F,, = 0 alors E' compact est la réunion des ouverts E \ F,, donc il existe I partie finie
de IN telle que E = U (E \ F;) alors N F; = 0, c’est absurde car la suite (F},),, est décroissante.
On sait donc déja que (i) = (ii) et que (i7) < (i4i). Il reste & montrer (7iz) = (7).
Démontrons le point 1) par ’absurde, si pour tout 7 > 0, il existe z, tel que, pour tout i, B(x,,r) ¢ O;,
en choisissant r = % on construit une suite (z,,), telle que Vi, B(xy, %) ¢ O;. Par hypothese, il existe
une sous-suite () convergeant vers un x dans E. D’autre part, il existe 7 tel que x € O; ouvert donc
pour un certain N, B(x, %) C O;. Enfin, 3n > 2N tel que x,, € B(x, ﬁ) Alors

B(zy, %) C B(zp, %) C B(z, % + %) C Oy,
ce qui est absurde.
Démontrons le point 2).
Soit y; € E, Ji; tel que B(y1,7) C O;,. Si E = O;,, ¢’est fini.
Sinon, Jy; € E \ Oy, et Jiy tels que B(yz,r) C O;,. Si E = O;; U O;,, c’est fini, sinon Jy3 €
E\ (O;; U Oy,) etc... Si le processus s’arrete, E est compact. Sinon, il existe une suite (yy,), dans E
telle que v, ¢ O;, U...UQO;, , etdoncy, & B(y1,7)U...U B(yn—1,7) pour tout n. Par hypothese, une
sous-suite converge or d(yn, Ym) > r > 0 dés que n > m, c’est absurde.



