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Exercice 1 Réciproque du théoréme de convergence dominée

Soit (f,,)n une suite convergeant vers f dans L.

On souhaite montrer qu’il existe une sous-suite ( f,, )i telle que f,, — f p.p. et
(fn, )k @ un chapeau intégrable. Pour cela :

1) Vérifier qu’il existe une sous-suite ( fy,, ) telle que Vk > 1,

1
||fnk+1 - fnkul < 27

2) On pose g() = oy, (&) = fu, (2), G (x) = 07 lgw () et

G(x) = 221 lgr(2)].

Montrer, en utilisant le théoréme de convergence monotone, que G € L'. En dé-
duire que la suite (f,, )r converge p.p. vers une limite notée h et qu’elle a un
chapeau intégrable.

3) Montrer que h = f p.p.

Exercice 2
1) Soit X (2) = 5 sur [-n,n], xn(x) = 0 ailleurs. Etudier sa limite dans L (R)
et dans L?(R) quand n — +oo0.

2) Utiliser cette suite de fonctions pour montrer que
(f € L'R) N I2(R) : / F(x) dz = 0}
R

est dense dans L?(R).

Exercice 3 Base de Haar 1D
Onpose H(z) =1si0 <z < % et H(x) = —1si % < x < 1. C’est la fonction
de Haar. On pose

Hi(z)=2:H2% — k), LkeZ

1) Dessiner les fonctions de Haar pour [ = 1,2 et 0 < k < 2! — 1. Démontrer que
ces fonctions forment un systéme orthonormal de L?(R).

2) Compter les fonctions de Haar qui sont a support dans [0, 1] et qui sont constantes
sur les intervalles dyadiques de longueur 277, On appelle S j le systeme qu’elles
forment. Remarquer qu’elles sont toutes d’intégrale nulle et déduire qu’elles forment
une base de W, ’espace des fonctions en escalier dyadiques, constantes sur des
intervalles de longueur 277 et 2 moyenne nulle.

3) Montrer que le systéme de Haar est une base hilbertienne de L?(IR). On com-
mencera par montrer qu’une partie de la base de Haar engendre 1’espace des fonc-
tions de L?(—27,27) d’intégrale nulle sur (—27,0) et (0,27).
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Exercice 4 Exemple de base hilbertienne dans L?([—1, 1]) : les polynomes de Le-

gendre
mn

On se place sur [—1, 1] et on considére w = 1. On pose R, (x) = —n[(av2 —1)"].
Vérifier que R, est un polyndme de degré n et montrer que (R,, R,,) = 0 si
m < n. Calculer (R,,, R,,). En déduire une expression des polyndémes orthogonaux
et orthonormaux de Legendre. Dans les ouvrages, on appelle souvent polyndmes

de Legendre les L,, = ——— R,, qui ne sont pas unitaires...
27 (n)!

Exercice 5 Convergence faible
1) Soit H un espace de Hilbert et soit x,, une suite bornée convergeant faiblement
vers un élément z. Montrer que

||z|| < liminf ||x,]||.
n
Si de plus ||z,|| — ||z||, montrer que x,, — x fortement.
3) Soit H un espace de Hilbert. Soient (z,,), et (y,)n 2 suites d’éléments de H

telles que (), est bornée, x,, — x faiblement et y,, — y fortement. Montrer que

(iUn, yn) - (l‘, y)
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Corrigé :

Exercice 1
1)Si f,, — f dans L', alors elle est de Cauchy et vérifie

Ve >0, IN, Vn,m > N, ||fn— fml1 <e.

En particulier pour € = %, dng tel que Vi, m > nq, || fn — finll1 < %

Ensuite, pour ¢ = 2% dng > ny tel que Vn,m > ng, ||fn — fml1 < 2% et
| fns — faill1 < 3. Et on recommence, etc...Il existe donc une suite (), stricte-
ment croissante telle que || fr, ., — fn, |1 < 2%

2)Ona [Gyn = Yo llgrlli < 32,27% = 1. La suite (Gn)n est positive et
croissante donc la série G(x) est positive et converge partout (éventuellement vers
I'infini). Par le théoréme de convergence monotone, [ G(z)dx =y, [ |gx(x)|dz =
S llgklli < 1.D’ou G € L et on déduit que la série de réels G(z) = >, |gr ()|
est finie p.p. et converge pour presque tout z. Il en est donc de méme pour la sé-
rie g(x) = >, gr(x). Comme f,, . = fo, + Zlf gi, on en déduit que (fy, )k
converge p.p. vers g + fn,.

3) La série ) ;. gr(x) a G pour chapeau intégrable donc |f,,,| + G est un chapeau
intégrable pour la suite (fy,, )i. Par le théoreme de Lebesgue, elle converge vers
g+ fn, dans L. Par unicité de la limite, on en déduit que f = g + f,, p.p.

Remarque : Adaptation 2 la démonstration de complétude de L' : Si f, est une
suite de Cauchy dans L', on peut définir g comme précédemment et appliquer
exactement le méme raisonnement pour prouver que la série  , gi(z) converge
pour presque tout x et a donc une limite ponctuelle g(x). On déduit alors du théo-
reme de Lebesgue que (f,, ), converge vers f = g + f,, dans L. 1l est alors
immédiat (inégalité triangulaire) que toute la suite ( f,,),, converge vers f.

Exercice 2

DOnayy(z) >0, [xn =1 xn — 0pp.et [z x2 =5 — 0.Donc x, — 0
dans L?(R) et x,, 7 0 dans L(R).

En fait, si x,, — f dans L!(R) alors par réciproque du TCD, nécessairement f = 0
p.p. Or lim fR Xn =1# f]R | f|, c’est absurde. La suite x;, ne converge pas dans
L.

2) L’ensemble L' (R)NL?(R) est dense dans L?(IR) car contient C.(IR) par exemple.
Soit E = {f € L"(R) N L*(R) : [ f(x) dz = 0}. Si f € L'(R) N L*(R) alors
gn=f = (Jg F)xn € Eet f —gn = (Jg [)xn — 0dans L*(R).

Donc E est dense dans L?(R).

Exercice 3

Hi(x)=2:H@ % — k), LkeZ
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1) Le support de H! est Il = [5, %] Donc sil = I' et k # K/, les supports
de H! et H,l;, sont disjoints donc (H}, H,lg/,)Lz =0.Sil # ', par exemple [ > I’
alors H li’, est constante sur les intervalles dyadiques de longueur 2-1'=1 donc est
constante sur le support de H. ,lg Comme H }C est de moyenne nulle, on en déduit
que (H}, HL);> = 0. Enfin |HL|2, = 2 f[i ldx = 1. Donc (H}), ) forme un
systeme orthonormal de L?(RR).

2) Les fonctions de Haar constantes sur les intervalles dyadiques de longueur 277

et & support dans [0, 1] sont :

. 1
H{  constante sur les intervalles de longueur 2
. 1
HJ, H} constantes sur les intervalles de longueur 1
- . . 1
H ng_11,1 constantes sur les intervalles de longueur >

Donc card(S;)=1+2+ ... + 20— =27 —1.0r W; est un espace de codimension
1 dans un espace de dimension 27, I’espace des fonctions constantes par morceaux
sur les intervalles dyadiques de longueur 277, donc le systéme S; forme une base
de Wj.
3) Les fonctions indicatrices des intervalles dyadiques sont denses dans L?(0, 1)
donc {1, H.,1 > 0,k = 0, ..., 2! —1} forme une base orthogonale de Z?(0, 1). Sion
enléve la fonction égale a 1, les H ,lc forment une base orthogonale de { f € L?(0, 1),
f 2 moyenne nulle }, et par symétrie par rapport a 0 et dilatations, les H ,lg, [ > —j,
k = —2!%J ... 247 —1 forment une base orthogonale des fonctions de L?(—27,27)
d’intégrale nulle sur [—27, 0] et [0, 27].
3) Soit maintenant f € L?(IR), comme les fonctions a supports compacts sont
denses dans L2, on peut supposer que f est a support compact. On découpe f en
J = Y0400 ] + L(—oo,0)f- Soit g = Ly o) f alors g est a support compact dans
R, soit [0, A] son support alors A < 27 pour un j.
On connait une base de L2(0,27) en ajoutant aux H li la fonction e; = 2_%1(07%)
donc g = (g,e1)e1 + Z(g, ei)e; ou les e; pour ¢ > 2 sont les H,i
i>2

Alors ||g — Z(g, ei)eill2 = |(g, e1)]. Montrons que pour £ > 0 on peut choisir j

i>2
tel que |(g,e1)| <e.Ona

A . .
(g,en)| = | / 94 g(x)da| < 273 ||gllVA,
0

et on veut rendre ce terme plus petit que ¢, il est clair que c’est vrai pour j assez
grand. On raisonne de la méme fagon pour le terme I(_ ) f, donc on approxime
arbitrairement bien toute fonction a support compact et par densité toute fonction
de L2(R).
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Exercice 4

1) Par Cauchy-Schwarz, on a |(xy,, y)| < ||z.||||y]|-

On prend les liminf sur n» dans cette inégalité, alors le membre de droite converge
vers |(z,y)| par hypothese et on obtient |(z,y)| < (liminf, ||z,||)|ly|/, pour tout
y. En particulier pour y = x, on obtient I’inégalité demandée.

Supposons maitenant que ||x,|| — [|z|]. On a ||z, — z||* = ||z,||* + ||2||* -
2(xp, ). Comme z,, tend vers x faiblement, (z,,,) — ||z||* et on déduit que
2 — a2 — 0.

2) On écrit (xn, yn) — (,y) = (T, Yn — y) + (zn, — z,y). Alors

|(@n,yn) = (2, 9)| < llznll lyn = yll + [(@n — 2, 9)].

Comme la suite (z,,), est bornée, le terme ||z, ||y — y/|| tend vers 0 puisque y;,
converge fortement vers y. Enfin le terme |(z,, — x,y)| tend vers 0 puisqu’il y a
convergence faible de x,, — x vers 0.
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