Analyse Fonctionnelle
ENS de Cachan 2008-2009

TD Espaces de Lebesgue et topologie faible

Exercice 1

On considere L'(R) et son dual L>=(R). Soit g € L™ etlasuite g, (z) = g(z—n).
1) Montrer par un exemple que g, est bornée dans L°° mais qu’elle ne converge
pas nécessairement faiblement-*.

2) Donner un exemple simple de fonction g non nulle telle que la convergence
faible * a bien lieu.

Exercice 2
Soit E = L'(R) N L*(R) muni de || f|| = || f[lx + [ f[|2-

1) Vérifier que (E, || f||) est un espace de Banach.
Soit f(z) = f1(z) + fo(x) avec fi € L>°(R) et fo € L?(R), montrer que

U / f(x)u(z)dz € E'.
R
2)Soit 0 < a < %, montrer que
1 /
U +— ——udx € E'.

R |7]*

(Décomposer I’intégrale suivant les ensembles [|z| > M] et [|z| < M].)
3)Soit K ={ue E:u>0pp.et [gudr <1}
Montrer que K est un convexe fermé de F.

Soit (un), C K etu € L?(R) tels que u,, — u dans L?(R) faible.
4) Montrer que u € K.
5) Montrer que
1 1
/ —aundaz — / e udzx.
R |7] R 7]
6) Pour v € F, on définit
2 1
J(u) = u“dr — —— udzx,
R R ||
ol a €]0, 1.

Montrer que 3C € R tel que J(u) > C,Vu € K.
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On pose m = inf,c g J(u). On cherche & prouver que cet inf est atteint.

7) Soit (uy,), C K telle que J(uy,) — m. Montrer que ||u, || reste bornée.
8) Extraire une sous-suite qui converge faiblement dans L?(R) et conclure.
9) E est-il réflexif ?

Exercice 3 )

Soit Q =]0, 1] et soit f,,(x) =nre ™ ot 1l < p < 4o0.

1) Montrer que f, — 0 p.p. dans 2, (f,,), est bornée dans LP({2) et f,, /4 0 dans
LP(Q).

2) Soit ¢ € C.(Q) et soit T I’application définie sur LP(2) par T'(g) = fol g dx,
montrer que 7" € (LP(2))’.

3)Sil < p < +o0, montrer que f,, — 0 dans LP((Q2) faible.

Sip = 1, montrer que f,, / 0dans L' (£2) faible et qu’il n’existe aucune sous-suite
de (fn)n convergeant faiblement dans L' (£2). Que pouvez-vous conclure ?

Exercice 4

Soit £ un ouvert de RY et soit f une fonction mesurable réelle sur .

Onpose K = {u € LP(Q); u> fp.p.}.

1)Si 1l < p < o0, vérifier que K est fermé pour la topologie faible de LP(£2).
2) On considere le cas p = 4o0.

a) Montrer que

K ={uc L®(Q); Vo € L'(Q), ¢ > 0, fp € L' (Q), on ait /ngoz/ﬂfgo}.

(On pourra d’abord supposer que |Q] < 00.)

b) En déduire que K est fermé faible x dans L>°(12).

¢) Soient f; et fo dans L>°(Q) telles que fi < fo p.p. Montrer que "I’intervalle”
{ue L>®(): fi < u< fop.p.} estcompact faible x dans L> ().
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Corrigé

Exercice 1

1) On écritpourtoutz € Rz =n+17,0<r < letonpose g(n+r)=(—1)"
On considere également f = Iy ;j € L'(R). Onadonc [ f(x)g(x —n) = (=1)"
qui ne converge pas. Donc la suite g, (x) = g(x —n) ne converge pas faiblement-*.
2) Franchement, ce n’est pas compliqué : il suffit de prendre g = 1.

Exercice 2

1) Soit ( f,,)n une suite de Cauchy dans E alors ( fy, ), est une suite de Cauchy dans
L' et L?. Donc 3f € L', 3¢ € L? telles que f,, — f dans L' et f,, — ¢ dans
L?. En utilisant la "réciproque" du théoréme de convergence dominée, on en déduit
qu’il existe une sous-suite (fy, )i telle que f,,, — f p.p. et fn, — g dans L?,
donc il existe une sous-suite (f”kl ): telle que fnkl — gp.p-D’ou f =gpp.et
fn — f dans E, donc E est un espace de Banach.

En appliquant I’inégalité de Holder, on obtient

I/Rf(fv)U(x)dﬂfl < | filloollully + [l foll2 [lullz < (I filloo + [l f2ll2) [lll-

Donc u — [ fudz € E'.
2) Soit 0 < a < % on peut toujours écrire

/ 1auda::/ 1audx+/ %udw.
R || (lz|>M] 1Z] llzl<M] 1Z]

Soient fi(z) = ﬁl[lbe} et fo(x) = ﬁl[lx\SM]’ alors a > 0 = f] €
L®(R) et2a < 1 = f, € L?(R). La question 1) permet alors de conclure.

3) K est évidemment convexe, montrons qu’il est fermé. Soit (u,, ), C K telle que
u, — u dans E, alors u, — u dans L' donc [u, — [wu et on en déduit
que [u < 1.La convergence dans L' implique aussi qu’il existe une sous-suite
(un,, ) telle que uy,, — w p.p. (voir réciproque du TCD) donc u > 0 p.p. et on
en conclut que © € K. Donc K est fermé.

4) Posons Ky = {u € L? :u> 0p.p.} alors K est un convexe fermé fort de L?
donc fermé faible de L2, donc u € K. Il reste & montrer que u € L'et f u<1.
Soit A un ensemble mesurable de mesure finie (notation |A| < 00), alors I4 € L?
et u, — u dans L? faible = [Tqu, — [Tqu.Or [Tqu, < [u, < 1 donc
VA tel que |A] < 0o, [, u < 1. Pour passer a R tout entier, on utilise le lemme de
Fatou.

Soit vy, = I(_;, pyu alors v, € L', v, > 0 p.p., v — w p.p. etsup, [v, < 1,
donc par le lemme de Fatou, on en déduit que v € L' et [u < liminf [v, < 1.
Doncu € K.
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5) Soit M > 0, alors

1 1 1
Up — U < Up — U Un — u)|,
| (n — )| |A (n — )| + | (un — )|

R stz [ol” fef> ) 2> 2"
1 1
< T 1~ — R
<

[ ol g

— (Up —u —,
laj<ag) |2 " M«
puisque u,,u € K.

Comme u,, converge faiblement vers u dans L2,

/ 10 ( ) 0
— (up, —u) — 0.
[lz|<M] |$’

Donc en prenant la limite sup sur n, on obtient
1 2
lim su — (Up —u)| < —
ol [ o (00— 0] < 57

et ceci VM > 0. En faisant tendre M vers +00, on alimsup| [ ﬁ (up—u)| =0

d’ou
[
— Uy — [ ——u.
jfe [

6) On peut écrire, par exemple, pour v € K,

1 1 1
U= T Ut T u < Collullz + [lulli < Collullz + 1,
R |7| flzj<1] |Z] flz|>1] 1Z]

ouCy = ||I[‘x|§1]ﬁ||2. Alors pour u € K, on a
J(w) 2 ull = Collull2 = 1 > C,

ou C' est une constante indépendante de u € K. (Par exemple C' = —(1 + %g)
convient.)

7) Soit (uy,), C K, une suite minimisante, par exemple telle que m < J(uy,) <
m—+ % D’apres la question 6), on a

Huan = Collunll2 =1 < J(up) <m+1, Vn,

donc nécessairement ||uy, ||2 reste bornée, donc IM) tel que Vn,
l|lun|| < Mo + 1.

8) La suite (uy,), est bornée dans L? réflexif, donc il existe une sous-suite (uy, )x
telle que u,, — wu dans L? faible et un, € K. Alors la question 4) montre que
u € K et la question 5) montre que | ﬁunk — [ ﬁu

D’autre part,

up|l2 < My alors

1 1 1
J < — donc 2< — oo Uny, -
(i) <+ done g F<mt -t [ o,
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On prend les lim inf dans cette inégalité, on obtient lim inf ||uy, |3 < m+ [ ﬁu

Comme || ||3 est s.c.i. faible, on a ||u||3 < liminf ||u,, ||3, donc finalement |ul|3 <
m+ [ ﬁu, soit J(u) < m.D’ou J(u) = m.

9) La réponse est non. En effet supposons E réflexif. Soit f, = I, ;1) alors
| frlli = || fnll2 = 1 donc || fn|| = 2. Si E est réflexif alors il existe une sous-suite
(fn, )i telle que f,, — f dans E faible.

Soitg = lalorsg € L°(R) etu— [gu € E' doncl = [f, — [f, dou
[r=1

Soit g € C.(R) alors u — [gu € E' et [gf,, — [gf. Or, 3N tel que
supp(g9) C B(0,N) etsi k > ko, ng > N, donc f,,, = 0 sursupp(g) et [ gfn, =
0, ceci pour tout k > ko. On en déduit que | fg = 0, Vg € C.(R) donc f = 0 p.p.
or [ f =1, c est absurde.

Exercice 3

1) fu(x) =nre ™ avec 1 < p < 0.

fn — 0 p.p. sur |0, 1] car par exemple f,, — 0 uniformément sut tout compact de
10,1[. On a

[ inp == ta e ]

0 n n P p p?

quand n tend vers I’infini. Donc la suite (fy,) est bornée dans LP et f,, / 0 dans
L7 car |l — L # 0.

2) Appliquer I’'inégalité de Holder.

3) Sil < p < oo, LP est réflexif et (fy,), est bornée donc il existe une sous-
suite (fn, )r telle que f,, — f dans LP faible. En particulier, Vo € C.(]0,1[),
fol oo — fol fe. Or f,, — 0 uniformément sur le support compact de ¢ donc
fol feo = 0etceci Vo € C.(]0,1]). On en déduit que f = O p.p. et c’est toute la
suite f,, qui converge faiblement vers 0 (raisonner par 1’absurde).

Si p = 1, supposons que la suite f,, converge faiblement vers 0 dans L' faible.
Comme f +— fol f € (LYY, on aurait fol fn — Oor f01 fn — 1 donc ¢’est absurde
et f, 7~ 0dans L' faible.

Si fn, — f dans L' faible alors comme ci-dessus : Vo € Cc(]0, 1]), fol Tnno —
fol feet fr, — 0uniformément sur le support compact de ¢ donc fol fe=10.0n
en déduit que f = 0 p.p. mais fol fn, — 17 0, donc c’est impossible.

On peut en conclure que L' (0, 1) n’est pas réflexif.

Exercice 4

Onpose K = {u € LP(Q); u > fp.p. }.

1) K est convexe fermé fort donc fermé faible.

2) a) Posons K, = {u € L=(Q) : [up > [, feloup e L', ¢ > 0p.p. etest

telle que fo € L'. Soit Ky = ﬂ K, ou I'intersection est prise sur I’ensemble
ped

d={pelL', >0, fpe L'}
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Montrons que K = K. Il est clair que K C Kj. Soit donc u € Ky, alors Vi € L*
telles que ¢ > O p.p.et fo € LY, ona [up > [ fo.

Soit Q, = {z : |f(z)| < n}etsoit E = {x : u(z) < f(x)}, on va montrer que
|E| = 0.

Supposons d’abord || < cc.

OnaQ =J,1 . Soit ¢ = Igng,, alors p € LY(Q) car [ < 0o, ¢ > 0 p.p. et
fo € Lt car |f| < n. Alors

/Emn(u—f)soz/g(u—f)soza

Oru — f < 0sur E N Q, donc nécessairement |E N §,| = 0 et ceci Vn, donc
E = U, (E N Q) est négligeable.
Si |Q] = 400, alors 2 = U T wg, ot w, = 2N B(0, k). On se restreint donc a wy,
lwi| < coet B = UEnk ou E, ;. = ENQ, Nwy.

n,k
Soit ¢ = I, , alors comme tout a I'heure, ¢ € LY(Q), ¢ > 0p.p., fo € L et
on montre de la méme fagon que ci-dessus que £, j est négligeable. Donc E est
négligeable comme union dénombrable d’ensembles négligeables. On en conclut
queu € K d’ot K = Kj.
b)Sip € LY, u | g est continue sur L> pour la topologie faible x donc K,
est fermé faible x et K = ﬂ K, est fermé faible .

ped

¢) Les boules fermées sont compactes faible x et K C B(0, || f1|loo + | .f2]|00 ) donc
K est compact faible x.
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