
Analyse fonctionnelle
ENS de Cachan 2008-2009

TD Banach-Steinhaus et Séries de Fourier

Exercice 1 Théorème de Banach-Steinhaus

Soient E,F deux espaces de Banach. Soit (Ti)i∈I ⊂ L(E,F ) une famille (non
nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continus de E dans F . On
suppose que

∀x ∈ E, sup
i∈I
‖Tix‖ <∞.

Montrer que
sup
i∈I
‖Ti‖L(E,F ) <∞,

c’est-à-dire qu’il existe c > 0 tel que

∀i ∈ I, ∀x ∈ E, ‖Tix‖ ≤ c‖x‖.

Exercice 2 Moyenne de Césaro

1) Soit (sn)n ⊂ C| telle que sn −→ s. Montrer que

1
n+ 1

n∑
0

sj −→ s.

2) Montrer qu’il existe (sn)n ⊂ C| telle que (sn)n ne converge pas et

1
n+ 1

n∑
0

sj converge.

Exercice 3 Séries de Fourier

On note C(Π) = {f ∈ C(IR), 2π-périodiques}, que l’on munit de ‖f‖∞ =
supt |f(t)|. On notera ‖f‖1 = 1

2π

∫ π
−π |f(t)|dt. Soit f ∈ C(Π), on définit les coef-

ficients de Fourier de f par

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt, n ∈ ZZ.

On note

Sn(f, t) =
n∑
−n

f̂(k)eikt, n ∈ IN et

σn(f, t) =
1

n+ 1

n∑
0

Sj(f, t).
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1) On pose DN (t) =
N∑
−N

eikt et KN (t) = 1
N+1

N∑
0

Dj(t), pour N ∈ IN.

Montrer que

DN (t) =
sin(N + 1

2)t
sin t

2

, t 6= 0, DN (0) = 2N + 1,

KN (t) =
1

N + 1

(
sin N+1

2 t

sin t
2

)2

, t 6= 0, KN (0) = N + 1.

2) Vérifier que KN (t) ≥ 0, ∀t ∈ IR, ‖KN‖1 = 1 et que ∀δ > 0, KN −→ 0
uniformément sur δ ≤ |t| ≤ π.
3) Montrer que si f ∈ C(Π), σn(f) −→ f uniformément sur [−π, π]. (Remarquer
que σn(f, t) = 1

2π

∫ π
−π f(x)Kn(t− x)dx = Kn ? f(t) = f ? Kn(t).)

4) On appelle polynôme trigonométrique, toute fonction de la forme
n∑
−n
ake

ikt.

En déduire que les polynômes trigonométriques sont denses dans C(Π) et que si
f, g ∈ C(Π) sont telles que ∀n ∈ ZZ, f̂(n) = ĝ(n) alors f = g.

5) Théorème de Du Bois-Reymond :
∃f ∈ C(Π) telle que lim sup |Sn(f, 0)| = +∞.
Pour démontrer ce résultat, on définit Λn : C(Π) −→ C| telle que Λn(f) =
Sn(f, 0).

a) Vérifier que Λn ∈ (C(Π))′.
b) Montrer que ‖Λn‖ = ‖Dn‖1.
c) Montrer que ‖Dn‖1 −→ +∞ (par exemple : ‖Dn‖1 est plus grand

que la somme partielle d’une série divergente.)
d) En déduire que ∃f ∈ C(Π) telle que supn |Sn(f, 0)| = +∞.

6) Soit f ∈ L1(−π, π) telle que
∫ π
−π f(x)p(x)dx = 0 pour tout polynôme p trigo-

nométrique, vérifier que f = 0 p.p.

7) On note C0(ZZ) = {c = (cn)n : cn → 0 quand n→ ±∞}. Muni de la norme
∞, c’est un espace de banach.
Soit f ∈ L1(−π, π), on pose c(f) = (f̂(n))n∈ZZ . Vérifier que c(f) ∈ C0(ZZ).
Montrer que l’application T : L1(−π, π)→ C0(ZZ) définie par T (f) = (f̂(n))n∈ZZ
est linéaire continue injective mais non surjective.
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Corrigé :

Exercice 1
Pour tout n ≥ 1, on pose Xn = {x ∈ E, ∀i, ‖Tix‖ ≤ n}. Chaque Xn est une
intersection de fermés et est donc fermé. Par hypothèse,

⋃
nXn = E. On déduit du

lemme de Baire que l’un des Xn, Xn0 , doit être d’intérieur non vide. Soient donc
x0 ∈ Xn0 et r > 0 tels que B(x0, r) ⊂ Xn0 . Alors

∀i ∈ I, ∀z ∈ B(0, 1), ‖Ti(x0 + rz)‖ ≤ n0,

et donc par l’inégalité triangulaire,

∀z ∈ B(0, 1), r‖Ti(z)‖ ≤ n0 + ‖Ti(x0)‖ ≤ 2n0, soit

‖Ti‖L(E,F ) ≤
2n0

r
.

Remarque : Pour que le théorème de Banach-Steinhaus marche, il suffit que l’es-
pace de départE soit complet. L’espace d’arrivée F peut être simplement vectoriel
normé.

Exercice 2
1) Soit ε > 0, ∃N tel que ∀n ≥ N , |sj − s| ≤ ε et

1
n+ 1

n∑
0

sj − s =
1

n+ 1

n∑
0

(sj − s).

Donc pour n ≥ N , on a

| 1
n+ 1

n∑
0

sj − s| ≤
1

n+ 1
(
N∑
0

|sj − s|+
n∑

N+1

|sj − s|),

≤ 1
n+ 1

(
N∑
0

|sj − s|+ (n−N)ε).

Pour cet ε > 0, ∃N1 ≥ N tel que
N∑
0

|sj − s| ≤ N1ε, donc si n ≥ N1, on a

N∑
0

|sj − s| ≤ N1ε ≤ (n+ 1)ε et d’autre part (n−N)ε ≤ (n+ 1)ε d’où

| 1
n+ 1

n∑
0

sj − s| ≤ 2ε.

2) Soit sn = (−1)n alors (sn)n ne converge pas et |
n∑
0

sj | ≤ 1 donc

| 1
n+ 1

n∑
0

(−1)j | ≤ 1
n+ 1

−→ 0.
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Exercice 3
1) On a directement DN (0) = 2N + 1 et KN (0) = N + 1.

D’autre part, ei
t
2DN (t) =

N∑
−N

ei(k+
1
2
)t et e−i

t
2DN (t) =

N∑
−N

ei(k−
1
2
)t donc 2i sin( t2)DN (t) =

N∑
−N

(ei(k+
1
2
)t − ei(k−

1
2
)t) = ei(N+ 1

2
)t − e−i(N+ 1

2
)t.

D’où DN (t) = sin((N+ 1
2
)t)

sin( t
2
)

si t 6= 0.

On multiplie maintenant KN (t) par 2 sin( t
2
)

2 sin( t
2
)

alors

KN (t) =
1

2(N + 1)
1

sin2( t2)
(2 sin(

t

2
) sin(

t

2
)+2 sin(

t

2
) sin(

3t
2

)+...+2 sin(
t

2
) sin((N+

1
2

)t)).

On utilise ensuite l’égalité 2 sin a sin b = cos(a− b)− cos(a+ b) pour obtenir

KN (t) =
1

2(N + 1)
1

sin2( t2)
(1− cos(N + 1)t) =

1
N + 1

sin2(N+1
2 t)

sin2( t2)
,

pour t 6= 0.
2) Il est clair queKN (t) ≥ 0, ∀t ∈ IR et queKN est 2π-périodique. De

∫ 2π
0 eiktdt =

2πδk,0 on déduit que 1
2π

∫ +π
−π Dj(t)dt = 1 et ‖KN‖1 = 1. Enfin si δ ≤ |t| ≤ π où

δ > 0, on a

KN (t) ≤ 1
N + 1

(
1

sin( δ2)
)
2

−→ 0,

quand N →∞.
3) On a

Sn(f, t) =
n∑
−n

f̂(k)eikt,

=
n∑
−n

1
2π

∫ π

−π
f(x)eik(t−x)dx =

1
2π

∫ π

−π
f(x)Dn(t− x)dx.

Donc

σn(f, t) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)Kn(t− x)dx,

=
1

2π

∫ π

−π
f(t− x)Kn(x)dx,

car f et Kn sont 2π-périodiques. Comme ‖KN‖1 = 1, on peut écrire

|σn(f, t)− f(t)| =
1

2π
|
∫ π

−π
(f(t− x)− f(t))Kn(x)dx|,

≤ 1
2π
|
∫
|x|≤δ

|f(t− x)− f(t)|Kn(x)dx+
1

2π

∫
δ≤|x|≤π

2‖f‖∞Kn(x)dx.
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La fonction f étant uniformément continue, pour ε > 0, ∃δ > 0 tel que |f(x) −
f(y)| ≤ ε

2 dès que |x − y| ≤ δ. Pour ce δ, d’après 2), ∃N tel que ∀n ≥ N
|Kn(x)| ≤ ε

4‖f‖∞ , ∀x tel que δ ≤ |x| ≤ π, d’où

|σn(f, t)− f(t)| ≤ ε

2
‖KN‖1 +

ε

2
1

2π

∫
δ≤|x|≤π

dx ≤ ε,

et ceci ∀t, donc σn(f) −→ f uniformément sur [−π, π].
4) σn(f, t) = 1

2π

∫ π
−π f(x)Kn(t− x)dx est un polynôme trigonométrique, donc 3)

montre que les polynômes trigonométriques sont denses dans C(Π).
Si f, g ∈ C(Π) sont telles que ∀n ∈ ZZ, f̂(n) = ĝ(n) alors 0 = σn(f, t) −
σn(g, t) −→ f(t)− g(t), ∀t, donc f(t) = g(t), ∀t ∈ [−π, π].
5) a) Λn(f) = Sn(f, 0) = 1

2π

∫ π
−π f(t)Dn(−t)dt, pour n ≥ 0 donc Λn est linéaire

et |Λn(f)| ≤ ‖Dn‖1‖f‖∞. Donc Λn ∈ (C(Π))′ et ‖Λn‖ ≤ ‖Dn‖1.
b) Soit gn(t) = sign(Dn(−t)) alors il existe une suite (fj)j dans C(Π) telle que
−1 ≤ fj ≤ 1, ∀j et fj(t) −→ gn(t) p.p. quand j → ∞. Le théorème de conver-
gence dominée s’applique et donne

1
2π

∫ π

−π
fj(t)Dn(−t)dt −→ 1

2π

∫ π

−π
|Dn(−t)|dt = ‖Dn‖1.

De |Λn(fj)| ≤ ‖Λn‖, on déduit ‖Λn‖ = ‖Dn‖1.
c) Comme | sin t

2 | ≤
|t|
2 , pour 0 ≤ t ≤ π,

‖Dn‖1 =
1

2π

∫ π

−π
|Dn(t)|dt =

1
π

∫ π

0
|Dn(t)|dt ≥ 2

π

∫ π

0
| sin(n+

1
2

)t| dt
t
.

Donc on a

‖Dn‖1 ≥ 2
π

∫ (n+ 1
2
)π

0
| sinx|dx

x
≥ 2
π

n∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π
| sinx|dx

x
,

≥ 2
π

n∑
k=1

1
kπ

∫ kπ

(k−1)π
| sinx|dx =

4
π2

n∑
1

1
k
≥ 4
π2

log(n+ 1),

D’où ‖Dn‖1 −→ +∞ quand n→∞.
d) Si ∀f ∈ C(Π), ∃Cf tel que ∀n, |Sn(f, 0)| ≤ Cf alors par le théorème de
Banach-Steinhaus ∃M tel que ∀n, ‖Λn‖ ≤M or c’est impossible d’après la ques-
tion précédente. Donc ∃f ∈ C(Π) telle que supn |Sn(f, 0)| = +∞.
6) On note h = sign(f). Alors |h| ≤ 1 p.p. et ‖h‖1 ≤ 1. Comme les fonc-
tions continues à support compact sont denses dans L1(−π, π), ∀ε > 0, ∃g ∈
Cc(] − π, π[) telle que ‖h − g‖1 ≤ ε. On prolonge g à IR par 2π-périodicité (
g ∈ C(IR) puisque g(−π) = g(π) = 0). Alors d’aprés la question 4), ∃p polynôme
trigonométrique tel que ‖g − p‖∞ ≤ ε. Ensuite, on écrit

‖f‖1 =
1

2π

∫ π

−π
|f | = 1

2π

∫ π

−π
fh =

1
2π

∫ π

−π
f(h− g + g − p+ p).
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Donc, ‖f‖1 ≤ ‖h− g‖1 +‖g−p‖∞ ≤ ε. Et ceci, pour tout ε > 0, d’où f = 0 p.p.
7) Par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on sait déjà que f̂(n) → 0 quand n →
±∞ donc c(f) ∈ C0(ZZ). On a aussi immédiatement |f̂(n)| ≤ ‖f‖1.
L’application T est clairement linéaire et l’inégalité ci-dessus montre qu’elle est
continue. Si f̂(n) = 0 pour tout n alors

∫ π
−π fpdx = 0, pour tout polynôme trigo-

nométrique p donc f = 0 p.p. et T est injective.
T ne peut pas être surjective sinon par le théorème de l’application ouverte (voir
TD Baire-isomorphisme d’espaces de Banach), elle serait d’inverse continue. Il
existerait donc une constante M > 0 telle que ‖f‖1 ≤M‖c(f)‖∞. Mais une telle
inégalité est contredite par les Dn, en effet D̂n(k) = 0 ou 1, donc ‖c(Dn)‖∞ = 1
alors qu’on a vu ci-dessus que ‖Dn‖1 → +∞.
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