Analyse fonctionnelle
ENS de Cachan 2008-2009

TD Banach-Steinhaus et Séries de Fourier

Exercice 1 Théoreme de Banach-Steinhaus

Soient E, F' deux espaces de Banach. Soit (7;);c; C L(F, F') une famille (non
nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continus de £ dans F'. On
suppose que

Vo € E, sup ||Tiz|| < oo.
el

Montrer que
sup ||| z(g,F) < 00,
i€l

c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que
Viel, Ve e E, ||Tiz| <c|x].

Exercice 2 Moyenne de Césaro

1) Soit (s,),, C C telle que s,, — s. Montrer que

1 n
ZS]'—>S.
n+1 5

2) Montrer qu’il existe (s,),, C C telle que (sy),, ne converge pas et

1
n+1

Z s; converge.
0
Exercice 3 Séries de Fourier
On note C(IT) = {f € C(R), 2m-périodiques}, que ’on munit de || f||,, =

sup; | f(t)|. On notera || f||; = ﬁ T | f(t)|dt. Soit f € C(II), on définit les coef-
ficients de Fourier de f par

fln) = ;ﬂ/ﬂ ftye ™dt, nec Z.

On note

Su(f.t) = D f(k)e'™, neNet

1 n
on(ft) = =7 D S(hY).
0
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N
1) On pose Dy (¢ Ze’kt et Kn(t Z ), pour N € N.

0
Montrer que

sin(N + 1)t
2
1 sin N1y
Kn(t) = 2 t#0, Kn(0)=N+1.
N() N+1< sin% >a 757 N() +

2) Vérifier que Kn(t) > 0,Vt € R, ||[Kn||; = letque V6 > 0, Ky — 0
uniformément sur § < [¢| < 7.
3) Montrer que si fec(Il ) n(f) — f uniformément sur [, 7|. (Remarquer

que o (f.1) = & [ f@)Kn(t — 2)da = Koy % () = f* Ko(t).)

4) On appelle polyndme trigonométrique, toute fonction de la forme Zakeikt.

—-n
En déduire que les polyndmes trigonométriques sont denses dans C (IT) et que si
f,g € C(II) sont telles que Vn € Z, f(n) = g(n) alors f = g.

5) Théoreme de Du Bois-Reymond :
3f € C(II) telle que lim sup | S, (f,0)| = +oo.
Pour démontrer ce résultat, on définit A,, : C(II) — C telle que A, (f) =
a) Vérifier que A,, € (C(I))".
b) Montrer que ||Ay|| = || Dxl;-
¢) Montrer que || Dy||; — oo (par exemple : || Dy]|, est plus grand
que la somme partielle d’une série divergente.)
d) En déduire que 3f € C(I) telle que sup,, |Sn(f,0)| = +oo.

6) Soit f € L*(—m, ) telle que " f(2)p(2)dx = 0 pour tout polyndme p trigo-
nométrique, vérifier que f = 0 p.p.

7) On note Co(Z) = {c = (¢n)n : ¢n — 0 quand n — £oo}. Muni de la norme
00, c’est un espace de banach.

Soit f € L*(—m, ), on pose c(f) = (]?(n))nez Vérifier que ¢(f) € Co(Z).
Montrer que ’application ' : L' (—n, 7) — Co(Z) définie par T(f) = (f( ))nez
est linéaire continue injective mais non surjective.
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Corrigé :

Exercice 1

Pour tout n > 1, on pose X,, = {z € E, Vi, |Tiz|| < n}. Chaque X,, est une
intersection de fermés et est donc fermé. Par hypothese, | J,, X, = E. On déduit du
lemme de Baire que 1'un des X,,, X,,,, doit étre d’intérieur non vide. Soient donc
x0 € Xy, etr > 0 tels que B(xo,r) C Xp,. Alors

Vi € I> Vz € B(O’ 1)a ||Tl(m0 + TZ)” < nyg,
et donc par I'inégalité triangulaire,
Vz € B(0,1), r|Ti(2)|| < no+ ||Ti(zo)| < 2no, soit

QTL()
1Tl 25,y < -

Remarque : Pour que le théoreme de Banach-Steinhaus marche, il suffit que I’es-
pace de départ F soit complet. L’espace d’arrivée F' peut étre simplement vectoriel
normé.

Exercice 2
1) Soite > 0, IN tel que Vn > N, |s; — s| < eet

1 «— 1
n+1ZO:Sj_8: n+12(sj—s).

0

Donc pour n > N, on a

1 n 1 N n
!n+1§0:81—5| < M(EO]SJ'—SHZBJ—SI),

N+1
1 N
Tl sl (=29,
N
Pour cet ¢ > 0, AN; > N tel que Z|sj — 8| < Nje, donc sin > Nj, ona
0

N
Z]sj — 5| < Nie < (n+ 1)e etdautre part (n — N)e < (n+ 1)e d’ou
0

1 n
|n+1zo:sj—s\ < 2e.

n
2) Soit s, = (—1)™ alors (sy,),, ne converge pas et ]Zsj\ < 1 donc
0
n

1 : 1
—1)] < — 0.
|n+120:( Ml
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Exercice 3
1) On a directement DN(O) =2N +1let Ky(0) =N —|— 1.

D’autre part, e 2DN Zez(’” 2ete” 2DN Ze 2)t donc 2i sin(£) D (t) =

N
N
Z(ei(kJr%)t _ ei(k—%)t) — NI _ (N4 D)
N

Dot Dy (t) = M sit # 0.

2si (g)
25111(;)

On multiplie maintenant K (¢) par alors

1

1
Kn(t) = 2(N + 1) sin?(})

On utilise ensuite 1’égalité 2 sin a sin b = cos(a — b) — cos(a + b) pour obtenir

1 1 1 sin?(&He)

KN(t) = 2(N+1) Sin2(%)(1_COS(N+1) ) N +1 SiHQ(%) ’

pour ¢ # 0.
2) I est clair que K (t ) >0, Vt € Ret que Ky est 27-périodique. De fOQW ektdt =
27,0 on déduit que 5= [T D;(t)dt = 1et | Ky, = 1. Enfinsid < [t| < 7 ol
0>0,ona

Kn(t) <

quand N — oo.

3)On a
S0 = 3 Fet
= Yo [ et = [ @pa - o
Donc -’
n(1.) = 5 [ @)Kl =),
= 5 _7; £t - ) K (2)de,

car f et K, sont 2w-périodiques. Comme || K ||, = 1, on peut écrire

lonlfot) — F(B)] = ir / C(Ft—x) — F(1) K (x)de],

IN

[ U2 - K@+ [ 2

21 Jjel<s T Js<|e|<n
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(2 sin(;) 81n(2)—|—2 sm(;) sm(32 )+ 42 sm(;) sin((N—i—é)t)).

K, (x)dzx.



La fonction f étant uniformément continue, pour ¢ > 0, 30 > 0 tel que |f(x) —
f)l <35 dés que |z — y| < 4. Pour ce §, d’apres 2), IN tel que Vn > N
| K ()] < > Ve tel que d < |z| <, d’ou

€ c 1
lon(fot) — F(1)] < ||KN||1+/ o<
2 2 2m o<|z|<m

et ceci V¢, donc an( f)— f uniformément sur [—, 7.

4) on(f,t) f f(x)K,(t — x)dz est un polyndme trigonométrique, donc 3)
montre que 1es polynomes trlgonometrlques sont denses dans C(1I).

Si f,g € C(II) sont telles que Vn € Z, f(n) = g(n) alors 0 = o,(f,t) —
on(g,t) — £(t) — g(t), ¥, donc f(t) = g(t), ¥t € [—,7].

5)a) An(f) = Su(f,0) = 5= |™_ f(t)Dn(—t)dt, pour n > 0 donc Ay, est linéaire
et |An(F)] < [ Dally [ f]lso- Done Ay € ()Y et [ Anl] < Dl

b) Soit g,,(t) = sign(D,(—t)) alors il existe une suite (f;); dans C(II) telle que
-1 < f; < 1,Vjet fj(t) — gn(t) p.p. quand j — oo. Le théoreme de conver-
gence dominée s’applique et donne

1 1 (7
3 | 50Dt — 5 [ Duide = Dl
De [A(77)] = A, on deduit [ Au]l = [Dul]

¢) Comme | sin 5| < || ,pour 0 <t <,

1 ™
| Dnll; = 271_/_7r| t)|dt = / | Dy, (t)|dt > — / | sin(n t\ -

Donc on a
(n+ dx
z 7> i hind
7T/0 |s1nx] E / | sin z| —
2 o 4
> 2y — in z|d :7§ 1.4, 1
T mikT /(k_l)wsmzd T — k — m? og(n +1),

D’ou || Dy||; — +o0 quand n — oo.

d) Si Vf € C(II), 3Cy tel que Vn, |S,(f,0)] < Cy alors par le théoreme de
Banach-Steinhaus 3M tel que Vn, |Ay|| < M or c’est impossible d’apres la ques-
tion précédente. Donc 3f € C(II) telle que sup,, |S,(f,0)| = +o0.

6) On note h = sign(f). Alors |h| < 1 p.p. et [|h]; < 1. Comme les fonc-
tions continues & support compact sont denses dans L!(—m,7), Ve > 0, Jg €
Cc(] — m,m|) telle que ||k — g||i < €. On prolonge g a R par 27-périodicité (
g € C(R) puisque g(—7) = g(m) = 0). Alors d’aprés la question 4), Ip polyndme
trigonométrique tel que ||g — p||oo < €. Ensuite, on écrit

1 [" 1 (7 1 (7
=5 [ 1fl=5- [ th=g5- [ fGi-g+g-p+n).

1Dl

v
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Donc, || fll1 < ||h—gll1 + |lg — plloc < €. Etceci, pour toute > 0, d’ott f = 0 p.p.
7) Par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on sait déja que f(n) — 0 quand n —
+oo donc ¢(f) € Co(Z). On a aussi immédiatement |f(n)] <[ fll1-
L’application 7" est clairement linéaire et 1’inégalité ci-dessus montre qu’elle est
continue. Si f(n) = 0 pour tout n alors ffﬂ fpdx = 0, pour tout polyndme trigo-
nométrique p donc f = 0 p.p. et T est injective.

T ne peut pas €tre surjective sinon par le théoreme de I’application ouverte (voir
TD Baire-isomorphisme d’espaces de Banach), elle serait d’inverse continue. Il
existerait donc une constante M > 0 telle que || f||1 < M ||c(f)|co- Mais une telle
inégalité est contredite par les D,,, en effet b\n(k) = 0ou 1, donc ||¢(Dy)|leo =1
alors qu’on a vu ci-dessus que || Dy, |1 — +00.
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