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TD Distributions

Introduction

Soit I un intervalle ouvert de R (non nécessairement borné).

Onnote D(I) = C(1).

Définition : Soit 7" une forme linéaire sur D(I), on dit que 7" est une distribution
sur I si

VK compact C I, 3pg € N, 3Ck > 0 tels que Vo € D(I) avec supp(p) C K on
a

T T, <
T(p) =< ¢>|Ckgg$%w ()]

C’est une condition de continuité.

On note D'(I) ’ensemble des distributions sur 1.

Définition Convergence dans D'(I) : Soit (T},), € D'(I) et soit T € D'(I). On
dit que T;, converge vers T dans D'(I) si Vp € D(I), T,.(¢p) — T(p). On note
alors T,, —~ T.

Exercice 1 Distribution fonction - Identification L}, .(R) C D'(R)

Soit f € LZOC(R) montrer que Ty : ¢ — [ f¢ est une distribution sur R.
Montrer que f € L} (R) — Ty € D’'(R) est séquentiellement continue, injective
mais non surjective (on pourra vérifier par exemple que Jdp : ¢ — ¢(0) est une dis-

tribution et montrer qu’il n’existe pas de fonction f € Lllo -(R) telle que 5o = T).

Remarque : On a montré que I’application f € L} (R) — Ty € D'(R) est injec-
tive et non surjective. On peut donc "identifier" f € L], (R) avec la distribution
T't. On parle alors de "distribution fonction". Cela permet de donner un sens a des
inclusions du type L} (R) € D'(R), C¥(R) C D'(R), et de parler de distributions
constantes etc...

loc

Exercice 2 Dérivée d’une distribution
Soit T € D'(I), on définit sa k-ieme dérivée par

<T® o >=(=1)F < T,o® >

Vérifier que Vk, T™*) € D'(I).

Soit u € Ck (I), montrer que Ték) =T, &) . Autrement dit, "la dérivée de u au sens

des distributions" est égale a "la dérivée de u au sens usuel" (aprés identification).

177



Exercice 3 Multiplication

1) Soit f un fonction dans C*°([I) et soit T' € D’(I). On définit le produit f7" par
< fT,p >=<T, fo > pour toute p € D(I). Montrer que fT € D'(I).

2) Soit f un fonction dans C*°([) et soit g € L;,.(I), montrer que fT, = Ty,.

loc

3) Soit f un fonction dans C*°(R), vérifier que fdyp = f(0)do dans D'(R).

Exercice 4 Convergence d’une suite de distributions

On suppose que T,, — T dans D'(I), vérifier que Vk, T — 7®) dans D'(I).
Montrer que Vp,1 < p < oo, LP(I) C D'(I). Enfin, si f,, — f dans LP(I),
montrer que f,(lk) — f() dans D'(I) pour tout k& > 0 (on identifie f et T grace a
I’exercice 1).

Exercice 5
Quelles sont les limites dans D'(R) de fn(z) = cos(nz)ljg)(z) et gn(x) =
sinQ(nx)I[O,l] (z)?

Exercice 6
Montrer que zd, = —do dans D’'(R).

Exercice 7 77 = 0 = T est constante

Soit y € D(I) telle que [; 0y = 1.

1) Montrer que Vo € D(I), 3X € R, Fp € D(I) tels que p = My + 9.

2) En déduire que si T' € D'(I) vérifie T’ = 0 alors T est une fonction constante.
Remarque : on a montré que si f € L} vérifie Vo € D(I), [ f¢' = 0 alors
f = C constante p.p.

3) Soit T' € D'(I) telle que 7" € C*°(I), montrer que T € C*(I).

Exercice 8
Les applications suivantes définissent-elles des distributions sur R ?

e =Y eMm), o= > ™).

n>0 n>0

Exercice 9
1) Soit 1) € C*°(R). Soit Y = Ip+, on pose £ = Ty Vérifier que X € D'(R) et
montrer que pour tout p > 1,

E® =Ty 0 + 9 ®D(0)80 + P2 (0)8) + ... +1(0)55" .

k
2) Soit 1 solution de Zajw(j)(as) =Opourz € R,ola; € Retap # 0,

j=0
satisfaisant
$(0) = ¢/(0) = ... = *2(0) = Oet " ~1(0) = .
k
Donner I’expression de Zaj EY o0 E = Ty et calculer 1.
j=0

En déduire une solution dans D'(R) de E” + E' + E = .
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Exercice 10 Valeur principale

1) Soit fo(z) = 1 si |z| > e et f-(x) = O sinon. Vérifier que Ve > 0, f. € D'(I)
et montrer que ( f-). converge au sens des distributions pour ¢ — 0.

2) On définit ainsi une distribution, appelée valeur principale de % notée vp(%),

par
1
Vo e D), < vp( ),p >= lim @dx.
e—0t |z|>e T
Montrer que vp(2) est d’ordre 1 sur R. On pourra utiliser la suite (¢ ), C D(I)
construite de la fagon suivante : pour tout n, ¢, est impaire, supp(p,) C|] — 1, 1],
1

HgonHoo—letgon(x):lsixe[l 1-1], <pn()—051w€[, LU
[1 ] 2n, ;] avec un raccord C*° entre 0 et 1 sur [%, ﬁ] [1 — 7, QL] (faire
un dessin

3) Vérifier que zvp(2) = 1 dans D'(I).

4) Soit 6y € D(I) telle que 0y(0) = 1.

Montrer que Vo € D(I),3g € D(I) telle que p(x) —¢(0)0y(x) = zg(z), Vo € R.
5) Soit T' € D'(I) telle que T = 0, montrer que T' = ¢dp ol ¢ est une constante.
6) Soit T € D'(I) telle que 7" = 1, montrer que T = vp(L) + ¢dy ol ¢ est une
constante.

Exercice 11
Soit I un intervalle ouvert de R, on note

HNI) = {f e L*(I): f € L*(I)},

ot f/ désigne la dérivée au sens des distributions de f. H' est appelé espace de
Sobolev. On peut ainsi définir par récurrence 1’espace H™ pour m > 2 par

H™I)={feH™YI): f'e H" Y(I)} ={f e L?> :Vk <m, f® e L?}.

On munit ! du produit scalaire

g)—/lngr/If’g’

Montrer que H' muni de ||ul| = /(]|ul|3 + ||u'||2) est complet.
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Corrigé :

Exercice 1
Soit K compact C I et soit ¢ € D(R) avec supp(y) C K alors

|<T,p>= / Fol < lellsoll £l iy

donc prc = 0 et Cx = || f|| 11 (k) conviennent. T} est linéaire et € D'(R).
Montrons la continuité séquentielle : si f, — f dans L}, (R) alors V¢ € D(R),
ona

| / (Fn = Dol < lellsollfn = It uppe):

donc < T%,,p >—< T, >.D’ou, la continuité séquentielle.

L’injectivité : supposons que [(f —g)¢ = 0 pour toute ¢ € D(R). Posons h(x) =
sign(f(x)—g(x)). Alors, pourtout R > 0, h € L'(—=R, R) et 3(p),, € D(IR, R|)
telle que ¢,, — h dans L'(—R, R) et p.p. avec |¢,| < 1 pour tout n. Par le TCD,

on endéduit que
R R
0= [ (t=gpen— [ 174l
-R -R
donc f = g p.p.

Surjectivité : | < dp, p >= ¢©(0)] < ||¢|loo> donc dg est bien une distribution.
Supposons qu’il existe f € L}, (R) telle que < 8y, o >= ¢(0) = [ fe. Alors on
peut trouver une suite ((¢), € D(R) telle que ¢, (0) = 1,0 < ¢, < 1 pour tout
n et suppp, C] —1/n,1/n[. Grace au TCD, on a

1
1:9071(0):/ f@n_’o‘
-1
D’ou contradiction.

Exercice 2
Soit T' € D'(I) alors VK compact C I, Ipx € N, 3Ck > 0 tels que Vo € D(I)
avec supp(p) C K ona

IT(p) =< T,p > | < Cx maxmax | (z)|.
i<pr €K

Alors T*) est linéaire par définition et

(k) T o™ | <O ()
| < o> =1 <T "W >|< Kéﬂi}ik?ea%w (z)],

donc T") € D/(I).
Siu e CF(I),Yo € D(I),ona

<TH, o >= (1) < T, p*) >= (—l)k/uso(k) = /u(k)%

en LPP. k fois. Dot T = T ).

u
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Exercice 3

1) Comme festC® ety € D(I), fe € D(I) donc la définition a bien un sens. On
écritque T' € D'(I) : VK compact C I, Ipx € N, ICk > 0 tels que YV € D(I)
avec supp(yp) C K ona

| <T,p>| <CKmaxmax\gp ) ().
<pK IG
Donc

<T, fo>] <0Ky1axrgggl(f<p) ) ().

En utilisant 1a formule de Leibniz, on peut facilement voir qu’il existe une constante
Dk > Otelle que Vo € D(I) avec supp(yp) C K,
T, <D

< JTy¢ > | < D maxmax o ()],
d’ou fT € D'(I).
2)SifeC()etge L} (I), fg €L}, (I)donc Ty, aun sens et € D'(I). Enfin,
sip € D), < [Ty, >=<Ty, fo >= [ fgp =<Tpg, ¢ >.Dou, fT, =Ty,
dans D'(I).
3) Soit ¢ € D(R), alors < fdg, p >=< do, fo >= f(0)p(0) =< f(0)do, ¢ >.
Donc fdy = f(0)do.

Exercice 4
Ona< T, p>=(—1)* < T, o® > (—1)F < T, 00 =< T®) >
OnaLP C Lj,. C D'(I) enidentifiant f = T}. On utilise Holder :

| / Yol < llolly 1 — £l

d’ou la convergence dans D’'(I). On en déduit que Vk > 0, f,(Lk) - f (k) dans
D'(I).

Exercice 5
D’abord, f,, g, € L} (R) C D'(R). En calquant la démonstration du lemme de
Riemann-Lebesgue, on a

1 1 1
1 1
/fmp = / cos(nz)p = — / sin(nx)y’ + [ sin(nm)w] — 0,
0 n Jo n 0
pour toute ¢ € D(R), donc f,, — 0.
Enfin, g, = %I[OJ] — %fgn — %I[O,l] dans D'(R).

Exercice 6
La fonction 2 — x est C* donc le produit xd(, a bien un sens et pour toute ¢ €
D(R),

< 28), p >=< 8}, xp >= — < &g, (wp) >= — < §p, wp' +p >= — < §p, 0 > .
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Exercice 7

a)Sip = Mg+ ¢/, ou A € Retp € D(I) alors [, = X [;600 + [, donc
nécessairement A = | ; - Avec ce choix de A, trouvons ).

Ja, b tels que supp(¢)Usupp(6y) C [a,b] C I (I connexe). Soit ¢(z) = [ (p(t) —
(J; ¢)00(t))dt alors o' = o—([; ¢)Bo etp € C°°(I). Vérifions que 1) est a support
compact. Si x €] — 00, a[N] alors Vt € [a,z] p(t) = bp(t) = Oettp(x) = 0. Si
x €]b,00[NI alors ¢(x) = 0 donc supp(¢y)) C [a,b] et p € D(I). (On peut
remarquer que le couple (A, 1)) est unique.)

b) Soit T' € D'(I) telle que 7" = 0, on veut montrer que 3C' € R telle que
Vo € D(I), < T, >= C [; ¢, ce qui veut bien dire que T = C' au sens des
distributions

Soit ¢ € D(I) alors Jip € D(I) telle que ¢ = ([; )00 + ¢ et < T, >=
(J;¢) <T,00 >+ < T,¢' >.Or par hypothese < T',¢)' >=< T",1) >= 0 donc
Vo e D), < T, >=<T,0y > [;pdonc C =<T,0, > convient.

¢) Par hypothese 7" = v € C®(I), c’est a dire Vo € D(I), < T',p >= [, ve.
La fonction v admet une primitive au sens usuel V etv = V' alors (T’ — V) =0
donc T — V = cconstante parb)et T' =V + ¢ € C(I).

Exercice 8
Les deux applications proposées sont bien linéaires par rapport a .
On pose < T, p >= Zap(") (n) pour ¢ € D(R).

n>0

Soit K un compact de R alors |K N N| < oo et INk tel que K NN C B(0, Ng).
Nk

Si ¢ € D(R) est a support dans K, alors | < T, ¢ > | < ZHQO(”)HOO donc
0

T € D'(R).

Soit < T,p >= 37 <, ©(™(0). I existe & € D(R) telle que 0 < § < 1et

0 = 1 sur [—1,1]. Soit p(z) = ®f(z), alors ¢ € D(R) et Vn, (™ (0) = 1 donc

T ¢ D'(R).

Exercice 9
)Y € Ll _(R)donc E € D'(R). Calculons les dérivées au sens des distributions
de E et montrons par récurrence que
E® =Ty 0 + 9 ®D(0)60 + P2 (0)8) + ... +1(0)55 .
On calcule d’abord E’,

o0
<E o> = —<E,<p’>:—/ (s
0

- /0 o+ 0(0)(0),
= <Tyy,p >+ <9(0)do,p > .
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Donc le propriété est vraie pour p = 1, on la suppose vraie jusqu’au rang p et
démontrons la pour p + 1. On a

<EPHD o> = - <EW ¢ >= —/ WP — < g ®D(0)80, ¢ >~ < $(0)5] V¢ >,
0
= / P Dot < p®)(0)80, 0 > + < PP D)5 + ... + Y(0)5P o > .
0
D’ou le résultat.
2) Soit 1) solution de Z?:o a;U)(z) = 0 pour x € R, ol a; € Retay # 0,
satisfaisant
$(0) = ¢'(0) = ... = F72(0) = 0 et ¥ 1(0) = ;- alors ¢» € C*(R).
Iei EU) =Ty ), Vj < k — Lcar @ (0) = 0,¥p < k — 2, et
_ 1
E® = Ty¢<k) + 1/1("“ 1)<0)5O = Tyw(k) + ;kéo-

Donc Z?:o ajE(j) + ap,E®) = 6 par hypothese sur .

On cherche ¢ telle que
Wy =0
(%) $(0) =0
W(0) =1

Les solutions générales du systéme (%) sont données par

b(z) = e 3 (a5 4 be5T), abeC.

Ici les données initiales impliquent que a = —b = %, donc ¢ (x) = %e‘i sin(

i

et &/ = Ty convient.

17



