Analyse fonctionnelle
ENS de Cachan 2008-2009

Partiel du 27/02/2009, durée 2H

NB : Seuls les notes de cours/TD et le polycopié sont autorisés.
Exercice 1 Fonction intégrable et limite en I’infini

Soit f € L*(R) une fonction définie partout sur R et a valeurs réelles.
1) On suppose que f(x) admet une limite quand x — +oo. Montrer que cette li-
mite est nulle.
2) On suppose que f € C(R). A-t’on xEI—iI-loo f(z)=07?
3) On suppose que f est uniformément continue sur R.
a) Montrer que pour 17 > 0 quelconque et (z,,), C R telle que lﬁf Ty = +00,

on a
Tn+n

lim |f(z)|dz = 0.
n—-+o00 Trn—7

b) A-t’on lir}ra f(z)=07?
T—T00
4) On suppose que f € C(R) avec f/ € L'(R). A-t'on lim f(z)=0?

r——+00

Exercice 2 Espace L°(R)

On appelle L>°(R) I’espace des fonctions définies presque partout et telles qu’il
existe C' > 0 tel que | f(z)| < C pour presque tout x. On note

[flloo = inf {C >0 [f(2)| < Cp.p.}.
Enfin, on pose || f||oc = +o0osi f & L*°(R).
1) Montrer qu’on a toujours | f(x)| < || f|ec P-P-

2) Montrer que || f|| oo est bien une norme sur L>°(R).
3) Montrer que 1’espace L°°(R) muni de cette norme est un espace de Banach.

Exercice 3

Soit f € LP(R) avec 1 < p < oco. On définit, pour = € R,
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1) Si 1 < p < oo, montrer que la fonction g est continue sur R et que

lim g(x)=0.

|z|—o0

2) Si p = o0, que peut-on dire de cette fonction g ?
Exercice 4

On dira qu’une suite (f,), C L'(0,7) converge faiblement vers f € L'(0, )
si fo fag = Jg f9.¥g € L=(0,m).

1) Soit f,(x) = sin(nz).

a) Calculer || fr||£1(0,7)-

b) Montrer que Vo € C1(]0, 7[), [i fn — 0. En déduire que Vg € L>(0, ),
f(;r Jng — 0.

2) Comparer la convergence et la convergence faible dans L (0, 7).
Exercice 5

Définition : Soient F et F' deux espaces vectoriels normés. Soit 7' : £ — F
une application linéaire continue. On dira que 7" est compacte si ’image par 1" de
la boule unité fermée de E est d’adhérence compacte dans F'.

Soit 1 < p < oo, on considere I’espace C'(]0,1]) que I’on munit de |ju|| =
lully + [l

1) Vérifier que LP(0,1) C L1(0,1).

2) On note i, I’application identité id : (C*([0,1]), || ||) — (C([0,1]), || ||oo)- Mon-
trer qu’elle est continue.

3) Montrer que si p > 1, I"application ¢, est compacte.

4) Pour p = 1, I’application ¢; est-elle compacte ? (raisonner avec des suites).

Exercice 6

On considere 1’espace
CV'(R)={ueC'(R): u,u’ € L'(R)},
que I'on munit de ||u| = ||ully + ||u/||1-
Soit u € CM'(R) et soit (0,), une suite régularisante, c’est-a-dire, g,(s) =
no(ns) ot p € CE(R), 0 > 0, supp(p) C] — 1,1[et [ pdt = 1.

1) Montrer que o, * u € CH1(R) et que (o, * u)’ = o, * v/ pour tout n.
2) Soit ¢ € C°(R) telle que Vx € R, 0 < ((z) < letVx € [-1,1], ((z) = 1.
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Enfin, on suppose que ¢(z) = 0 pour |z| > 2.
Pour tout entier n. > 0, on pose (,(z) = ((5) et up(z) = Cu(x)(0n * u(x)).
Vérifier que u,, € C°(R) et montrer que u,, — u dans C1**(R).

Exercice 7

Soit (f,,)» une suite équiintégrable de fonctions de L' (B) ol B désigne une partie
bornée de R.

On suppose de plus que la suite ( f,,), converge en mesure vers une certaine fonc-
tion f, c’est-a-dire que pour tout n > 0,

lim wu([[f — ful > n]) =0,

n—-4o0o

ou [|f — fn| > n] désigne I'ensemble {x : |f(z) — fn(x)| > n} et u est la mesure
de Lebesgue.
1) Montrer que V¥ > 0, Vn > 0, AN € N tel que Vp,q > N,

ullfp = fol Zm]) < 6.

2) Montrer que la suite (f,,),, est de Cauchy dans L!(B).
3) Montrer que f € L'(B) et que f, — f dans L(B).

Exercice 8

Soient 1 < p < ¢ < oo et F' I’ensemble
F={felPnLl:|flls <1}.

Montrer que F' est femé dans LP.

Soit (fn)n C LP N LY et soit f € LP. On suppose que f, — f dans LP et qu’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout n, || f||q < C.

Montrer que pour tout r € [p, q[, f € L" et que f,, — f dans L".
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