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Introduction

Le probléme

Détermination formelle du contréle

Lobjectif de ce stage est de contréler I'équation suivante :

Equation des ondes

wi(t, X) — wxx(t, x) =0, x €]0,1],
w(t,0) = w(t,1) =0, (1)
w(0, x) = wo(x), w¢(0, X) = wq(x).
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Introduction

Le probléme

Détermination formelle du contréle

Les deux problemes étudiés sont les suivants :

Modéle réel

Wit (E, X) — Wyx (t, X) + u(Hp(x)wi(t, x) = 0, x €]0,1],
w(t,0)=w(t,1) =0, (2)
w(0, x) = wo(x), w¢(0, x) = wy(x).

Modele d’étude

Wit (t, X) — Wix (8, X) + u(Hp(x)w(t,x) =0, x €]0,1],
w(t,0) = w(t,1) =0, 3)
w(0, x) = wp(x), w(0, x) = wy(x).

Difficulté : u ne dépend pas de x.
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Introduction
Le probleme
Détermination formelle du contréle

Raisonnement formel

1
L(t) = ;/0 wi(t, X)2 4 wy(t, x)%dx

Notre objectif est de stabiliser w en 0, c’est-a-dire déterminer
t— u(t) tel que L(t ) — O

On cherche donc u tel que Eﬁ(t) < 0. En dérivant
formellement :

@ modele réel : $L(t) fo x)wi(t, x)wt(t x)dx,
@ modele d'étude : L L(t u(t) fo w(t, x)wy(t, x)dx.
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Introduction

Le probleme
Détermination formelle du contréle

Choix des feedback pour la suite de notre étude
Modele réel : u(t) = (pwi(t), wi(t)) 2(0,1)

Modele d’étude = u(t) = (uw(t), wi(t)) 20,1

Cependant, nous verrons par la suite que si ces controles
paraissent les plus naturels, dans certains cas, ils ne sont pas
les plus efficaces.
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Existence des solutions des deux systemes sur R
Stabilisation pour l'indicatrice d’'un intervalle
Principe d'invariance de LaSalle

Résultats déja existants

Existence et unicité des solutions

Choix des espaces :

@ Des outils élémentaires fournissent des solutions de
I'équation des ondes dans C? x C' pour des conditions
initiales C3 x C2. Mais cette perte de régularité empéche
une démonstration via une méthode de point fixe.

@ Les espaces de Sobolev, (H] x L?), évitent ce probleme.
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Existence des solutions des deux systemes sur R
Stabilisation pour l'indicatrice d’'un intervalle
Principe d'invariance de LaSalle

Résultats déja existants

Existence et unicité des solutions

Choix des espaces :

@ Des outils élémentaires fournissent des solutions de
I'équation des ondes dans C? x C' pour des conditions
initiales C3 x C2. Mais cette perte de régularité empéche
une démonstration via une méthode de point fixe.

@ Les espaces de Sobolev, (H] x L?), évitent ce probleme.

Théoreme

Pour tout (wo, wy) dans (H} x L?), le systéme (2) ( resp. le
systeme (3)) admet une unique solution
te Ry — (w,w)(t) € HY x L2

C. Mifsud, B. Moubéche, A. Pauthier, P.D. Thizy Stabilisation d’'une EDP au moyen de commandes bilinéaires



Existence des solutions des deux systemes sur R
Stabilisation pour 'indicatrice d’un intervalle
Principe d'invariance de LaSalle

Résultats déja existants

Conséquence d’une inégalité d’observabilité

Théoreme

Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour fout
(wo, wy) € H} x L2, la solution du systéme

Wit — Wyx + Wt1(ab)(X) x €(0,1),
w(t,0) = w(t, 1) =0, (4)
w(0, x) = wo(x), we(0, X) = wi(x),

satisfait

—ct

1Cw, we) ()l g 2 < Nl (o, W) |y 2@
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Existence des solutions des deux systemes sur R

Résul éja existan . ) ;
ésultats déja existants Stabilisation pour l'indicatrice d’'un intervalle

Principe d’invariance de LaSalle

Stabilisation en dimension finie

Le théoréme suivant nous a donné des pistes pour stabiliser
nos sytémes en 0. Soient (A, B) € (£(R"))?, u € CO(R™, R).

{ 910 = AX() + (u(X(1)BX(0), )
(0) = Xo.
Théoreme (LaSalle)

Soit Xy € R". Soit X solution du systéme bouclé (5) de
condition initiale Xy. On suppose que

~

Inv:={YeE | Vt>0,(uY()=0}={0}, (6)

ou Y est la solution de (5) de condition initiale Y. On a alors
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Approximation de Galerkin
Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie

Systéme équivalent

Formellement, 'EDP est équivalente a

02 Yo Yo Yo
ou
0 0 0
0 —x? 0

A=AK)=|0 o _4r2 .. |et

B = (Bj,k) = (<H§0j» Spk>)1§j7k§+oo'
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Approximation de Galerkin

Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie

En coupant les hautes fréquences de la série de Fourier, on
obtient les systemes d’ordre 1 suivants :

Modeéle d’étude

Modele réel

$(5)-(3 ) (F)w(33)(F)

ot A = (Ajk)1<jk<n €t B = (Bjk)1<jk<n-
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Approximation de Galerkin
Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie

Travail numérique

Nous avons tracé les normes des trajectoires
@ en augmentant la fréquence de coupure,
@ entemps long,

@ pour les deux modéles,
@ dans (H] x L?),

@ dans (L% x H™),

@ pour différents .

C. Mifsud, B. Moubéche, A. Pauthier, P.D. Thizy Stabilisation d’'une EDP au moyen de commandes bilinéaires



Approximation de Galerkin

Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie

Résultats attendus :
@ convergence forte du modéle d’étude ;

@ vitesse de décroissance ralentie lorsque 'on se rapproche
de la cible;

@ convergence faible et forte du modéle réel.
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Approximation de Galerkin
Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie
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Approximation de Galerkin
Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie
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Approximation de Galerkin
Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie
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Simulations et conjectures

Approximation de Galerkin
Décroissance de I'énergie
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Approximation de Galerkin
Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie
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Approximation de Galerkin
Simulations et conjectures Décroissance de I'énergie

Conclusions de le partie numérique

Nous avons observé :

@ une faible variation de la vitesse de décroissance quand la
fréquence de coupure augmente,

@ une vitesse de décroissance fortement ralentie en temps
long,

@ que les convergences faibles et fortes semblent avoir lieu
pour y positif.

Nous avons ainsi pu illustrer un certain nombre de nos
résultats.
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modéle réel

Résultats de stabilisation

Avec les feedbacks proposés, on a démontré

@ une stabilisation faible du modéle d’étude sous des
hypothéses optimales sur g,

@ une stabilisation faible du modeéle réel avec des conditions
sur u,

@ une stabilisation forte du modele réel pour p = 1.
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Ensembles invariants

Modeéle d’étude

; ectur v
Résultats de stabilisation odéle ree

Les ensembles invariants considérés sont :

Invariant du modéle d’étude

(w, wy) vérifie (1) et

(uwy(t), w(t)),2 =0 pour tout t > 0. (9)

(wo, wr)

| \

Invariant du modeéle réel

(w, wy) vérifie (1) et

(uwi(t), we(t)) 2 =0 pour tout { > 0. (10)

(wo, wy)

Remarque : Linvariant réduit a {0} est une condition
nécessaire de stabilisation faible en 0.
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Ensembles invariants

Modeéle d’étude

Résultats de stabilisation odéle réel

Dans le cas du modele réel, nous avons montré le résultat
suivant :

Proposition

Soit . dans L>°(0,1). Si pour tout k dans N*,
f01 sin(kmx)?pu(x)dx > 0 (resp.< 0), l'invariant (10) est réduit a

{0}

Remarque : 1 # 0 de signe constant presque partout rentre
dans ce cadre.
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Ensembles invariants
Modéle d’étude
Modéle réel

Résultats de stabilisation

Stabilisation faible du modéle d’étude

Théoreme

Soit i € L*(0,1). On suppose que I'ensemble invariant (9)
associé est réduit a {0}. Alors, pour tout

(wo, wy) € HY x L2(0,1), condition initiale de la solution (w, w)
du systéme d’étude bouclé, on a la convergence suivante

Hix L2

t—+o0

(w, we)(t)

Le démonstration de ce théoréme s’appuie sur le résultat de
continuité par rapport aux conditions initiales suivant :
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Ensembles invariants
Modéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

Schéma de la preuve

Lemme

Soit (wf, w)nen € (HY x L2)N telle que

Hl x L2
(wg, wy) niﬁ (wg=, wy?)
2xH™!
_

n N
(W07 W1 ) n—+o00

(w5, wy®).-

Pour tout n € N, on note (w", w/) la solution de (3) de condition initiale (w{, w{).
Alors pourtout T > 0 :

W C(0.T), VEe (O TN, (wWhwd)(t) — L wee we)n

n—+oo
PxH!
_—

n—+oo

(w", w)(t) (W=, wie)(1)

ou N est de mesure nulle.
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Ensembles invariants
Modéle d’étude

Résultats de stabilisation odéle réel

@ Onprend (wp, wq) dans (H} x L?),et T > 2.

e La trajectoire associée {(w,w;) € H} x L2 | t> 0} est
bornée dans (H] x L2).

@ On montre que (0, 0) est la seule valeur d’adhérence faible
(H} x L?) de la trajectoire quand t — +oo.

Pour cela,
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Ensembles invariants
Modéle d’étude

Résultats de stabilisation odéle réel

on prend (wg°, wi°) valeur d’adhérence faible (Hj x L?), forte
(L2 x H~) de la trajectoire et (,)nen tels que :

2xH! 50 50
(w,wi)(tn)  ————  (wg", ")
Hlx L2
(Wv Wt)(tn) niJrOO (W807W1oo)7

D’ou d’apres le lemme, pour presque tout t dans (0, T) :

L2xH! 00 15,00
(w,wi)(tn+1) = (W, w)(1)
Hlx L2
(Wow)(tn+ 1) — (W, w)(0)

ou on se donne (w>, wy°) la solution du systeme bouclé
associée a la condition initiale (wg°, wy°).
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Ensembles invariants
Modéle d’étude

; ectur VeeBloree
Résultats de stabilisation odele rée

La conclusion se fait alors en deux temps :
@ Utilisant ce qui précéde, on a pour presque tout ¢

(uwi(tn + 1), w(tn + 1)) 12(0,1) ————> (w7 (1), W™ (1)) 12(0,1)-

n— o0
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Ensembles invariants
Modéle d’étude

; ectur VeeBloree
Résultats de stabilisation odele rée

La conclusion se fait alors en deux temps :
@ Utilisant ce qui précéde, on a pour presque tout ¢

(uwi(tn + t), w(tn + t)>L2(o,1) ot (W= (1), Woo(t)>L2(o,1)~
@ La suite (t €0, T)— (uwi(th+ t), w(ty + t)>L2(0,1)) tend

vers 0 dans L?(0, T), donc quitte & extraire,
(uwi(th + 1), w(tn + 1)) 12(0,1) P 0 presque partout.

D’ou (wg°, wi®) est dans l'invariant et donc nul.

C. Mifsud, B. Moubéche, A. Pauthier, P.D. Thizy Stabilisation d’'une EDP au moyen de commandes bilinéaires



Ensembles invariants
Modele d’étude

Résultats de stabilisation e !

Stabilisation faible du modéle réel

Théoreme

Soit ;1 non nul dans W'-°°(0,1). On suppose . > 0 presque

partout. Alors, pour tout (wo, wy) dans (H3 x L?), condition

initiale de la solution (w, w;) du systeme réel bouclé, on a :
Hl %12

07" .
(w, wp)(t) o 0.

@ Impossible de passer a la limite dans le feedback,

@ pas de lemme de continuité par rapport aux conditions
initiales,

@ hypothéses plus restrictives, mais garantissant Inv = {0}.
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

Schéma de la preuve

@ On prend (wp, wy) dans (H} x L2), et T > 2.

o La trajectoire associée {(w,w;) € H} x L2 | t>0} est
bornée dans (H] x L2).

@ On montre que (0, 0) est la seule valeur d’adhérence faible
(H3 x L2) de la trajectoire quand t — +oc.
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

On prend donc (wg°, wi®) valeur d’adhérence faible (H] x L2),
forte (L% x H~') de la trajectoire et (t,)nen tels que :

[2xH-1

(w,w)(t) S0 (e, wi)
Hlx L2

(w, wy)(tn) nim (wg®, wi®)

@ D'une part, (t € (0, T) — (w, w;)(t, + t)) est bornée dans
L= ((0, T),H} x L?).
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

On prend donc (wg°, wi®) valeur d’adhérence faible (H] x L2),
forte (L% x H~') de la trajectoire et (t,)nen tels que :

[2xH-1

(w,w)(t) S0 (e, wi)
Hlx L2

(w, wy)(tn) nim (wg®, wi®)

@ D'une part, (t € (0, T) — (w, w;)(t, + t)) est bornée dans
L= ((0, T),H} x L?).

@ D’autre part, toutes ces fonctions ont un rapport de
Lipschitz commun dans ¢%' ((0, T), L2 x H~1).
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

On montre donc I'existence de Y := (yp, y1) dans
2((0,T),L2 x H™1) tel que pour presque tout ¢

2, -1
W w)(tn+ 1) ==L (1)
HlxL?
(W, wi)(th + 1) —2>—— Y(1).
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

La conclusion se fait alors en deux temps :

@ Les fonctions
{up =t (0, T)— (uwi(th +t), wi(tn + t)) 2} tendent vers
0 dans L?(0, T), donc dans L'(0, T). On déduit donc de

(w, wp)(t+1) = e (w, wy)(t)+ /0 t eSA(0, uwy)(th+s)u"(s)ds

que
Y(t) = e4(uge, wid).
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

La conclusion se fait alors en deux temps :

@ Les fonctions
{up =t (0, T)— (uwi(th +t), wi(tn + t)) 2} tendent vers
0 dans L?(0, T), donc dans L'(0, T). On déduit donc de

(w, wp)(t+1) = e (w, wy)(t)+ /0 t eSA(0, uwy)(th+s)u"(s)ds
que

Y(t) = e4(uge, wid).

@ Pour presque tout ¢

0< (yi(t),mr(t)z < lim u"(t)=0.

n—--o00
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

La conclusion se fait alors en deux temps :

@ Les fonctions
{up =t (0, T)— (uwi(th +t), wi(tn + t)) 2} tendent vers
0 dans L?(0, T), donc dans L'(0, T). On déduit donc de

(w, wp)(t+1) = e (w, wy)(t)+ /0 t eSA(0, uwy)(th+s)u"(s)ds
que

Y(t) = e4(uge, wid).

@ Pour presque tout ¢

0< (yi(t),mr(t)z < lim u"(t)=0.

n—--o00

D'ou (wg°, wi®) = Y/(0) est dans l'invariant, donc nul.
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Ensembles invariants
Modele d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

Stabilisation forte dans le cas ;i = 1

On consideére le cas suivant :

Wit — Wix + U(t)w = 0,
w(t,0) = w(t,1) =0, (11)
w(0,x) = wo(x) w:(0,x) = wi(x).

Ou u(t) = (ws, wy) 2.

Théoreme

Pour tout (wo, wy) dans (H} x L?), la solution (w, w;) du
systéme (11) converge fortement vers (0, 0) dans (H} x L?)
quandt — +o0.
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Ensembles invariants
Modele d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

Schéma de la preuve

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme

Soient (wp, wq) dans (H} x L?) tels que la solution (w, w;) du
systéme bouclé (11) vérifie

{(w,wy)(t), t>0} estcompactdans (HJ x L?).

Alors, on a
H! x 2
(w, wp)(£) 2= 0.

t—oo

Ce lemme s’appuie sur un résultat de continuité par rapport
aux conditions initiales.
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

Il reste alors a vérifier les hypothéses du lemme :

@ (HJ x L2) est complet, donc il suffit d’avoir
{(w, wy)(t), t >0} précompact.
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Ensembles invariants
Modeéle d’étude
Modele réel

Résultats de stabilisation

Il reste alors a vérifier les hypothéses du lemme :
@ (HJ x L2) est complet, donc il suffit d’avoir
{(w, wy)(t), t >0} précompact.
@ Pour cela on étudie les séries de Fourier :

e les basses fréquences sont dans un compact,
e on enferme les hautes dans une boule de rayon choisi.
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