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Qu’est-ce qu’un quasicristal ?
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Ensembles de Meyer

Un réseau est un sous-groupe de R” & quotient compact. On
peut I'écrire sous la forme A = A(Z") ou A est une matrice
inversible de R".

La propriété de sous-groupe peut s’écrire A—A C A.
Soit A un sous-ensemble de R”

e A est uniformément discret si 3 R; > 0 tel que toute
boule de rayon Ry contienne au plus un point de A.

e A est relativement dense si 3 R, > 0 tel que toute boule
de rayon R, contienne au moins un point de A.

e A est un ensemble de Delone s'il vérifie les deux
propriétés précédentes.

Premiére notion de quasicristal
Un ensemble de Meyer est un ensemble de Delone A tel qu’il
existe un ensemble fini F C R" telque A—A C A+F.
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Ensembles de Meyer

Soit A C R"ete € (0,2). Son e-dual est A} :

AL ={7; |exp(ith) — 1| <€, A € A}

Si A estle réseau A(Z") etsie € (0,1), alors
Al = Ay = (271)"(det A)A~1(Z")
ou A la transposée de la comatrice de A. Le dual de A} est A.

Théoreme
Un ensemble A est un ensemble de Meyer si et seulement si il
satisfait aux deux conditions suivantes :

(2.1) A est un ensemble de Delone

(2.2) Pour tout e compris entre 0 et 1, A% est un ensemble de
Delone.



Approximation diophantienne
Tout ensemble A de R” vérifie évidemment (Af): D A.

Seconde notion de quasicristal

Un ensemble A de R” est un quasicristal au sens de

I’approximation diophantienne s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

(3.1) A est un ensemble de Delone
(8.2) Ve € (0,1), A} est un ensemble de Delone.
(8.3) Ve € (0,1), I'e-dual de A est égal a A.
Les quasicristaux au sens de I'approximation diophantienne

sont des ensembles de Meyer, mais la réciproque est fausse.
Contre-exemple : si

A=2U{Z+V2}

Alors

(AD):=ZUu{Z+V2}u{Z-V2}



Ensembles “coupe et projection”

Soit I' un réseau de R” x R et py, p- les projections sur R” et
sur R™. On suppose que p; : T — py(T') C R" est injective et
que po(T') est un sous-groupe dense de R™.

Troisieme notion de quasicristal

Soit K € R™ un ensemble compact, Riemann-intégrable et
d’intérieur non vide.

Lensemble modéle ou “coupe et projection” A défini par T
et Kest:

A K)={A=pi(7); v €T, p(7) € K}

16



Ensembles “coupe et projection”

Supposons de plus que K est convexe et symétrique par
rapport a 0. On définit le dual de K par

K<={z;|z-y| <1, y e K}.

Soite € (0,1) et 6 tel que 2sin(0/2) =¢,0 < 0 < 7w/2.

Théoréme

Soit T et K comme ci-dessus. Alors le e-dual de I'ensemble
modéle défini par T et K est 'ensemble modele défini par
et 0K* :

Ac={A=pi(v"): 7" €I", p2(7") € 0K™}

et le e-dual de A} est A.

Un ensemble “coupe et projection” est un quasicristal au sens
de I'approximation diophantienne, mais la réciproque est
fausse. Contre-exemple :

A=ZU{Z+V2}u{Z-V2}



Ensembles “coupe et projection”
La formule de Poisson en dimension 1 s’écrit

‘u—z&, (n = 2712(5,,

neZ ne2nZ

Soit A un ensemble “coupe et projection” défini parT" et K :
A={A=pi(y); v €T, po(y) € K}. Soit ¢ une fonction de
R™ nulle en-dehors de K.

Théoreme
Soit 4 la somme de masses de Dirac sur A :

p= Y oPA1))0p

Y€, p2(7)€K

Alors sa transformée de Fourier est

o= ‘(/20;3) Y- (P2(7")) bpy ()

r*




Mesures presque-périodiques

Soit f une fonction de R” et ¢ > 0. Les T vérifiant (a) sont les
e-presque-périodes de f :

Vx e R |f(x+71)—f(x)| <e (a)

La fonction f est presque-périodique au sens de Bohr si pour
tout € > 0, 'ensemble de ses e-presque-périodes est
relativement dense dans R".

Une mesure de R” est presque-périodique si Vf € C.(R"), la
convolée u x f est presque-périodique.
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Théoreme

Soit A un ensemble “coupe et projection” et ¢ € C.(R") telle
que [p(x)| < W et |p(x)| < Hb(cjw

Soit

p= Y 9PA7)dp )
Y€l, pa(7)eK

Alors u et fi sont des mesures de Radon presque-périodiques.

Figure de dif
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Figure de dif

Soit A un ensemble modélisant un métal et soit u la somme de
masses de Dirac sur A :

p=1Yy 6

AEA

La figure de diffraction du métal est modélisée par la
transformée de Fourier de 1. Si

fl = 2 ap«0) + Veontinue
A*EN*
on observe des pics lumineux d’intensité proportionnelle a
|ay+|?. La figure de diffraction est essentiellement discréte.

Quatrieme notion de quasicristal

En cristallographie, A est un cristal apériodique si sa figure
de diffraction est essentiellement discréte.
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Figure de dif

Soit A soit un ensemble “coupe et projection” (I',K). On
suppose py : I — py(I') CR" injective, p»(T') dense dans R,
p2 : T — po(T) C R™injective, et p;(T') dense dans R". Soit

=) py
yel, p2(7)eK

Alors 0\
il = ‘50/78) Z1K(P2(7*))‘5p1(7*)

1"*

Les pics Iumineux apparaissent a chaque point 6 de

© = {pi(7*); v* € I}, dense dans R" : absurde ?

Soit s la senS|b|I|te de I'appareil de détection. Les pics lumineux
apparaissent en réalité a chaque point 6 de

®s = {pi1(77); 7" €T, Ip2(717)| € B0, 555) ).
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On n'observe pas le quasicristal infini A, auquel est associé
1= Yaea O

mais un échantillon Ag = A N B(0, R), auquel est associé
HR = Laern 02 = H-1B0,R)-

La transformée de Fourier de pp est

. . 2 . sinRx
fir = px1goR = fx* x
Théoréme
R sinR(x —y .
zm(X)sz(R )4]1:27r2(5y
yeAN* yeN*

Figure de dif

Cette convergence s’effectue au sens des distributions. Elle n’a
pas lieu au sens des mesures. Effet sur la figure de diffraction ?
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