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EDP de type Hamilton-Jacobi

Définition : EDP d’Hamilton-Jacobi
Les EDP d’Hamilton-Jacobi sont les équations non linéaires de la
forme

∂F
∂t

= V (F (x , y , t)) · ‖∇F‖

avec V dépendant de la solution, ce qui donne aux EDP un
caractère adaptatif.
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V = 1 : Dilatations

Définition : dilatation

f : Rd → R une fonction ;
g : B → R une fonction structurante à support compact, non
négative et concave. La dilation de f par g est définie par

(f ⊕ g)(x) = sup{f (x − v) + g(v) | v ∈ B} , x ∈ Rd

Dilatation au niveau s
Pour un paramètre s, on construit la dilatation de niveau s par :

sB = {sb | b ∈ B}, s ≥ 0 ;
gs(x) = sg(x/s), s > 0.

δ(x , s) = (f ⊕ gs)(x) = sup
v∈sB
{f (x − v) + sg(v/s)}
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EDP pour une dilatation plate d’une fonction à une dimension

Si f est C1 sur [x0 −∆s, x0 + ∆s], alors

∂δ
∂s (x , s) =

∣∣ ∂δ
∂x (x , s)

∣∣ et δ(x , 0) = f (x)

Pour les autres points, on introduit la sup-derivée suivante :

M(f )(x) = sup
t∈[x−∆s,x+∆s]

(
lim
r↓0

sup{f (x + v) | |v | ≤ r} − f (x)

r

)

Exemple : dilatation d’une fonction par un élément plat de taille 2x∆s
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V=-1 : Erosions

Dilatation au niveau s
Pour un paramètre s, on construit l’érosion de niveau s par :

ε(x , s) = (f 	 gs)(x) = infv∈sB{f (x + v)− sg(v/s)}

EDP pour une érosion plate d’une fonction à une dimension

Si f est C1 sur [x0 −∆s, x0 + ∆s], alors

∂ε
∂s (x , s) = −

∣∣ ∂ε
∂x (x , s)

∣∣ et ε(x , 0) = f (x)

7/35 Aurélie Lagoutte et Hadrien Salat Méthode alternative pour les EDP de type Hamilton-Jacobi



EDP de type Hamilton-Jacobi
Opérateurs morphologiques - Dilatations/Érosions

Morphologie adaptative
Expériences

Bibliographie
Conclusion

Dilatations
Érosions
Nivellement
Shock filters
Courbure

V = Sgn(f − u) : Nivellement

Soit f un signal de dimension 1 et g un signal de référence.

ut(x , t) = sgn(f (x)− u(x , t)) |ux(x , t)| et u(x , 0) = g(x)

(a) Image (b) Image de réfé-
rence

(c) Image finale

Figure: Évolution d’une EDP de nivellement sur une image
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V = −Sgn(Fξξ) : Shock filters

Ft(x , t) = −sgn(Fξξ) ‖∇F (x , t)‖ et u(F , 0) = f (x)

Où Fξξ est la dérivée directionnelle de F dans la direction ξ = ∇F
‖∇F‖

(a) sin et ses ensembles de niveaux

(b) EDP agissant sur la fonction sin
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V = div
(
∇u
|∇u|

)
: Courbure

∂u
∂t

= div
(
∇u
|∇u|

)
|∇u| et u(0, x) = u0(x)

(c) Image originale (d) Image modifiée

Figure: Image modifiée par une méthode de courbure
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Définition : opérateurs morphologiques
On appelle opérateur morphologique tout opérateur agissant sur un
treillis complet.

Définition : Treillis
Un ensemble muni d’une relation d’ordre partiel L dont tout
sous-ensemble fini possède une borne sup et une borne inf est
appelé treillis.
Si tout sous-ensemble de L possède une borne sup et une borne inf,
le treillis est dit complet.

Exemples

L’ensemble P(E ) muni de ⊆ est un treillis complet.
L’ensemble des images à niveaux de gris est un treillis complet.
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Soit X ⊆ R2 et B un élement structurant.

(a) X (b) Dilatation de X par B (c) Érosion de X par B
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Définition : Bx

Soit B un sous-ensemble de R2 et x un vecteur de R2.

Bx = {b + x | b ∈ B}

Définition : Somme et différence de Minkowski

Soit X ⊆ R2 et B un élement structurant (B ⊆ R2).

X ⊕ B =
⋃
b∈B

Xb

X 	 B =
⋂
b∈B

X−b

Ces opérateurs sont invariants par translation et croissants.
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Définition : ensembles de niveau
Soit F : E → T , où T est un treillis complet.

X (F , s) = {x ∈ E |F (x) ≥ s}
Y (F , s) = {x ∈ E |F (x) > s}

Figure: On "coupe" F en ses ensembles de niveau

(a) y = F (x) (b) Ensembles de niveau
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Soit δ une dilatation.

Figure: On applique δ à X (F , s) pour tout s

(a) Ensemble de niveau de F (b) Ensembles de niveau dilatés par δ
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Exemple sur une image

(a) Image initiale (b) Image dilatée (c) Image érodée
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Cas V quelconque : opérateurs morphologiques quelconques
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Soit (ψs)s∈T une famille quelconque d’opérateurs morphologiques

Figure: On applique ψs à X (F , s) pour tout s

(a) Ensembles de niveau de F (b) Ensembles de niveau transformés
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Figure: Reconstruction d’une fonction correcte

(a) Enveloppe supérieure (b) Enveloppe inférieure
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Définition : enveloppes sup et inf

Soit (Z (s))s∈T une famille de sous-ensembles de E. On définit :

F : E → T
x 7→ sup{s ∈ T |x ∈ Z (s)}

F : E → T
x 7→ inf {s ∈ T |x /∈ Z (s)}
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But : obtenir des opérateurs idempotents.

Définition : adjonction
Soit L,M des treillis complets, ε un opérateur de L dansM, et δ
un opérateur deM dans L.
Le couple (ε, δ) est appelé adjonction entre L etM si

∀X ∈ L, ∀Y ∈M, δ(X ) ≤ X ⇔ Y ≤ ε(X )
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Opérateurs

Soit (εs , δs)s∈T une famille d’adjonctions sur les ensembles de
niveau. On définit :

Σ :
{
F(R2, T )→ F(R2, T )
F 7→ Σ(F ) : x 7→ ∧{s | x /∈ εsX (F , s)} ;

∆ :
{
F(R2, T )→ F(R2, T )

F 7→ ∆(F ) : x 7→ ∨{s | x ∈ δsY (F , s)} .

Alors (Σ,∆) forme une adjonction sur Fun(E , T ).
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Opérateurs dans Z

Σ :
{
F(Z2,Z)→ F(Z2,Z)
F 7→ Σ(F ) : x 7→ ∧{s | x /∈ εs+1Y (F , s)}

∆ :
{
F(Z2,Z)→ F(Z2,Z)

F 7→ ∆(F ) : x 7→ ∨{s | x ∈ δsX (F , s)}

Ainsi, (Σ,∆) forme bien une adjonction, comme dans R.
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Éléments structurants de taille décroissante

(a) Élement (b) Dilatation (c) Érosion (d) Fermeture
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Éléments structurants de taille croissante

(a) Élement (b) Dilatation (c) Fermeture (d) Érosion
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Réduction du contraste par érosion adaptative

(a) 2 ∗ E(s/40) (b) 2 ∗ E(s/60) (c) 2 ∗ E(s/80) (d) 2 ∗ E(s/100)

(e) Élement struc-
turant
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Extraction de lignes fines

Adjonction entre :

δv1(f ) =
∨

h hδM−h[X (f , h)] et εv1(f ) =
∨

h hεM−h[X (f , h)]

(a) Image origi-
nale

(b) Resultat après
une dilation clas-
sique

(c) Resultat après
une dilatation δv1
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Simplification d’image par filtrage semi-plat

Adjonction entre :

δv2(f ) =
∨

h hδh[X (f , h)] et εv2(f ) =
∨

h hεh[X (f , h)]

ASF v2
rec(f ) =

∨
h ·Rec[X (f , h)|φhγh...φ1γ1(X (f , h))]

(a) Image origi-
nale

(b) Mahalanobis
distance map

(c) Filtres par re-
construction clas-
siques

(d) Filtres par re-
construction semi-
plats
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Idée d’application pour retirer un bruit de poisson

(a) Image origi-
nale

(b) Bruit de Pois-
son I ∗ u

(c) Image modi-
fiée

(a) Image modi-
fiée

(b) Ouverture puis
fermeture

(c) Fermeture puis
ouverture
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Conclusion

Travail effectué :
Documentation : EDP d’hamilton Jacobi, opérateurs
morphologiques et leur utilisation pour le traitement de l’image
Description de la morphologie adaptative dans le cas d’une
famille quelconque d’opérateurs
Résolution : Définition des enveloppes sup et inf
Adaptation à Z
Implémentation sous Matlab et expérimentations

Pour poursuivre le travail :
Développer de nouvelles applications
Recherche d’algorithmes plus efficaces
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