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Le contexte du stage

@ Notations :

1 une mesure de probabilité sur RY

C un ensemble de parties mesurables de RY,

Xi, X, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de loi p,
un paramétre t > 0,

n
(in(C) = %ZH{X,E@, estimateur de P(X; € C) = u(C).
P

@ Le probleme : étudier

K(n, 1, 1,C) = P{ sup jin(C) — u(C)| > t}
ceC
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Etat de I'art - Inégalités et théorémes limites

Genéraliser la statistique de Kolmogorov-Smirnov

@ F fonction de répartition de p sur R
° F, fonction de répartition empirique de p :

Fa(x) = Z (X<x}

Généralisation de Kolmogorov-Smirnov :

t
Aa(F) = B( sup|Fo(x) ~ F(X)| > )

t

= K(naﬂaﬁv

Co)

ouCy={C=]—o0,c],ceR}.
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Etat de I'art - Inégalités et théorémes limites

Inégalités et théoremes limites

Fonctions de répartition sur R : (Kolmogorov 1933,Dvoretzky-Wolfowitz-
Kiefer (1956) , Massart (1990))
Généralisation sur RY : Vapnik-Chervonenkis (1981).

\ Résultats asymptotiques\

SurR:
_ k 1 —2k2t2
lim P (supguey | Fa(x) - F(x \>*) 22

n—-+o0o

SurRY : vt > 0 K(n, u, 1,C) 5 0 avec une CNS.
\ Résultats non asymptotiques\

SurR: .
IP’(sup IFa(x) — F(X)| > t) < 2g-2nt

XeR
2en \ V(©) nt?
Sur RY : sup(K(n, u, t,C <4(—> exp | ——
s sup(K(n 1. 1.0)) = 4y P{—5



Problématique et objectifs du stage

Problématique et objectifs du stage

Limites :
Kolmogorov-Smirnov, cadre restreint :
@ dans R,
@ ( tres particuliére ;
Vapnik-Chervonenkis, théorie du pire des cas :
@ bornes vraies dans le pire des cas
@ = majorant non optimal.

Objectif du stage :
étudier K(n, i, t,C) dans un cas précis :

@ dans R
@ avec u ~ U([0,1])
@ Ci(maxa) = {[0,a,],0 < a< maxa<1}.
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Problématique et objectifs du stage

Difficultés

Simulation d’événements rares :
@ estimer p = P(A) avec A dépendant de X], X}, ..., X}

N

. . 1 ;

® estimateur des moments : py = > P(A)
=

oP {W < 0.01} > 95% et p = 10710 = simuler plus de
10" n-uplets (X, XJ, ..., X}) = impossible !
Résolution :
@ échantillonnage préférentiel
Calcul d’un suprémum :
@ d’une fonction a valeurs continues
@ pas d’énumération possible.

Résolution :
@ /i, : nombre fini de valeurs = suprémum — maximum.
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RESES

Expériences numeériques

@ Expériences réalisées avec matlab,

@ nombre de simulations : entre 100 et 10000 (en général
1000) .
@ Expériences :
e variances des estimateurs (comparaison),
e étude de la répartition des ensembles pour lesquels le
suprémum est atteint,
e comparaison des estimateurs et des majorants théoriques
en fonction de n.
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RESES

Résultats

Echantillonnage préférentiel
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Va%zg%g pour des estimateurs de K(n, u, t,Co) avec et sans

antillonnage préférentiel en fonction de t, n = 10.
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RESES

Résultats

Ensembles critiques

Répartition des a pour lesquels le suprémum est atteint avec
Ci(maxa) = {[0,a,],0 < a< maxa<1}.
maxa = 0.5, 0.8, 1, estimateur : 0.81 ,0.84, 0.84.
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Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives

Conclusion :
@ échantillonnage préférentiel utile pour des petites
probabilités (< 0.02),
o forte dépendance de K(n, i, t,C) et des ensembles
critiques,
@ comportement a décroissance exponentielle.

Perspectives :
@ étudier plus en détail la dépendance de K(n, i1, t,C) et les
ensembles critiques,
e calcul par régression linéaire de la complexité de C (avec
théorie de Vapnik-Chervonenkis);
@ étudier un autre exemple sur R? :
o 1 ~U([0,1] x [0,1]),C ={[0, 4] x [0, b],a, b R} les
orthants.
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