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Systéme étudié
Apparition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Un modele de réaction diffusion

Oru=dAu+ (5—3(u+v)—w)u+100(v(1—w)— uw),
Ov=(d+3)Av+(5—-3(u+v)—w)v—100(v (1 —w) — uw),
Orw = dAw + (2 — (u+v) — 3w)w.
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Systéme étudié
Apparition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Un modele de réaction diffusion

Oru=dAu+ (5—3(u+v)—w)u+100(v(1—w)— uw),
Ov=(d+3)Av+(5—-3(u+v)—w)v—100(v (1 —w) — uw),
Orw = dAw + (2 — (u+v) — 3w)w.

@ Une solution stationnaire homogene :

91 13 1
Ueg = 6*47 Veq = a; Weq = §
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Systeme étudié
Apparition de l'instabilité de Turing
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Instabilité de Turing

@ On considére des perturbations du type :

u(t, x) eu(t)
v(t,x) | = | ev(t) | cos(kmx).
w(t, x) ew(t)
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. - ) - . i . Systeme étudié
Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing Apbp;rition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Instabilité de Turing

@ On considére des perturbations du type :

u(t, x) eu(t)
v(t,x) | = | ev(t) | cos(kmx).
w(t, x) ew(t)

@ On linéarise et on réinjecte :

1073 > 5327 10491
Otey _W —d(kﬂ') GT _GT €y
_ 761 5639 , 10387
dre, o o — (d +3)(kn) = v
1 1 3 R
w . . - A k w
O 3 3 3 d(km) €
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Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing /SA\;;S;:;}L?oentgiIT’instabilité de Turing

Simulations numériques

Instabilité de Turing

On parle d'instabilité de Turing lorsque le systéme homogene (k = 0) est
stable mais qu'il existe une fréquence (un k # 0) pour laquelle le systeme
est instable.

1073 5 5327 10491
~pq — dkn) o4 o1
761 5639 5 10387
e WHAMT e
1 1 3
_z _Z —Z _d(kn)?
8 8 g — d(km)

M. BREDEN, M. VANICAT Instabilité de Turing pour un systéme de réaction-diffusion



Systeme étudié
Apparition de l'instabilité de Turing
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Résultats théoriques

@ Pour d > 70, stable pour tout k.
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Systeme étudié
Apparition de l'instabilité de Turing
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Résultats théoriques

@ Pour d > 70, stable pour tout k.
e Pour d € [0,70] fixé, stable pour k > ko(d).
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Systeme étudié
Apparition de l'instabilité de Turing
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Résultats théoriques

@ Pour d > 70, stable pour tout k.
e Pour d € [0,70] fixé, stable pour k > ko(d).

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0025 0.03

Sous la courbe, le domaine de (d, k) pour lesquels le systéme est instable (il est stable
pour d € [0.030,70]).
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Systeme étudié
Apparition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Méthode en temps long

Schéma aux différences finies

n+1 n n n n
, u"t — uj . ulyy + Uiy — 2u; .
uf ~ u(nAt,iAx), ——— ~ du(nAt,iAx), L —L "7 ~ 5 u(nAt,iAx).
] b b At 9 b (AX)Z b
o
02 M
0.18] *
ote
0.14] '
0.12] * * - M M
0.1 _ M
008 . ‘

G015 002 0.025 002

En abscisse la valeur de d, en ordonnée la valeur de W(0). Solutions obtenues avec
Ax =210"2 et At =4.1075, 4 t = 3.10°.
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Systeme étudié
Apparition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Méthode de Newton (différences finies)

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Systéme stationnaire

d%;)l;zu’ + (5 = 3(ui + vi) — wi)ui + 100(v;i — (u; + vi)w;) = 0,
(d + 3)%;)12_2‘0 + (5 —3(ui + vi) — wi)vi — 100(v; — (ui + vi)w;) = 0,
dW +(2 = (ui+vi) = 3w)w; =0,

Vie {0... N},
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Systeme étudié
Apparition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Méthode de Newton (différences finies)

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Systéme stationnaire

Uiyl + Ui—1 — 2u; T NN
d (Bx)? + (5 = 3(ui + vi) — wi)u; + 100(v; — (u;i + vi)w;) = 0,
Vit1 + Vi1 — 2v; T NN
(d+3) By + (5 —3(ui + vi) — wi)v; — 100(v; — (ui + vi)w;) = 0,
Wit1 + wi—1 — 2w; ' NN
d B + (22— (ui+vi) —3w))w; =0,
Vie {0...N}.
@ En notant U = (uo, ..., un) (idem pour V et W), on est ramené a un probléme
du type :

F(U, V, W) = 0.
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Systeme étudié
Apparition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Méthode de Newton (différences finies)

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

Systéme stationnaire

Uiyl + Ui—1 — 2u; T NN
d (Bx)? + (5 = 3(ui + vi) — wi)u; + 100(v; — (u;i + vi)w;) = 0,
Vit1 + Vi1 — 2v; T NN
(d+3) By + (5 —3(ui + vi) — wi)v; — 100(v; — (ui + vi)w;) = 0,
Wit1 + wi—1 — 2w; ' NN
d B + (22— (ui+vi) —3w))w; =0,
Vie {0...N}.
@ En notant U = (uo, ..., un) (idem pour V et W), on est ramené a un probléme
du type :

F(U,V, W) =0.
@ Méthode de Newton :
Xot1 = X — (DF(X)) "' £(Xn).
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Systeme étudié
Apparition de I'instabilité de Turing
Simulations numériques

Méthode de Newton (différences finies), résultats

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing

0.125

0.125

0.125

0.125

0125+ 4

0.125 T

0.125f 1

0.125 L L L L L
0.0244 0.0244 0.0244 0.0244 0.0244 0.0244 0.0244

Ici on a fait varier d de 0.024371714 & 0.024371711 avec un pas de 10712,
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Systeme étudié
Apparition de l'instabilité de Turi
Simulations numériques

Mise en évidence et étude numérique de l'instabilité de Turing .

01F R

0.05 4

I I I I !
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Diagramme de bifurcation complet.
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Idée générale de la méthode
Const on d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions S ~
Polynémes de rayon

Idée générale

@ Prouver que la solution obtenue par la méthode de Newton est
proche de la solution exacte.
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. . s . tion d'un opérateur contractant sur un espace de Banach
Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions S L
Polynémes de rayon

Idée générale

@ Prouver que la solution obtenue par la méthode de Newton est
proche de la solution exacte.

@ Construire un opérateur contractant sur un voisinage de la solution
approchée pour utiliser le théoréme du point fixe.
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions S A
Polynémes de rayon

Idée générale

@ Prouver que la solution obtenue par la méthode de Newton est
proche de la solution exacte.

@ Construire un opérateur contractant sur un voisinage de la solution
approchée pour utiliser le théoréme du point fixe.

@ Cadre d'application :

d
Oru = L(u) + Z cpuP.
p=0
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Idée générale de la méthode
ion d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions ~ )
6mes de rayon

Exemple étudié

Equation avec non-linéarité de degr

Oru = dAu+ u+ 1, sur [0, T] x [0, 1].
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions - Ao :
Polynémes de rayon

Exemple étudié

Equation avec non-linéarité de degr

Oru = dAu+ u+ 1, sur [0, T] x [0, 1].

Probléme stationnaire dans |'espace de Fourier

| \

1
fo(u) == —dnzun—i—un—f—iz:u“,_k‘u“(‘ =0, Vn e N.
keZ
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions - Ao :
Polynémes de rayon

Exemple étudié

Equation avec non-linéarité de degr

Oru = dAu+ u+ 1, sur [0, T] x [0, 1].

Probléme stationnaire dans |'espace de Fourier

| \

1
fo(u) == —dnzun—i—un—f—iz:u“,_k‘u“(‘ =0, Vn e N.
keZ

@ On cherche donc un zéro de f := (fy, ..., fn,...).
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions S ~
Polynémes de rayon

Projection de Galerkin

@ On tronque les coefficients de Fourier a I'indice m.
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Idée générale de la méthode
Const on d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions S ~
Polynémes de rayon

Projection de Galerkin

@ On tronque les coefficients de Fourier a I'indice m.
@ On définit pour n€ {0,...,m—1} et ve R™:

1
fn(m)(v) = —dn2v,, + vy, + 5 Z Vin—k|V|k|-
|k|<m
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tion d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions S A
Polynémes de rayon

Projection de Galerkin

@ On tronque les coefficients de Fourier a I'indice m.
@ On définit pour n€ {0,...,m—1} et ve R™:

1
fn(m)(v) = _dn2Vn + Vn + 5 Z VIn—k|V|k\~
|k|<m

@ On pose £ = (™, ... 7).
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tion d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions S A
Polynémes de rayon

Projection de Galerkin

@ On tronque les coefficients de Fourier a I'indice m.
@ On définit pour n€ {0,...,m—1} et ve R™:
M (v) = —dn? .
M(v) = —dn®v, + v, + 3 Z Vin—k| Vik|-
|k|<m
e On pose (M .= (fo(m),..., n(q'f)l)
e On détermine numériquement un zéro (™ de £(m).
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions S A
Polynémes de rayon

Projection de Galerkin

On tronque les coefficients de Fourier a I'indice m.
On définit pour n€ {0,...,m—1} et v e R™ :

1
fn(m)(v) = —dn2v,, + vy, + 5 Z Vin—k|V|k|-

|k|<m

On pose (M .= (fo(m),..., (T)l)

m

On détermine numériquement un zéro (™ de £(m).

On pose T = (U[()m),ﬂ(lm), . ,Ufnmjl, 0,..

f(u) ~ 0.

(]

.,0,...) de telle sorte que
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Idée générale de la méthode
Construction d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions 5 A
Polynémes de rayon

Définition de I'espace de Banach

considére |'espace de Banach :

Qs = { (Un)nen | sup|ua|n® < 400y,
neN

muni de la norme définie par :

[[ulls = sup [un[n®.
neN
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g le de la méthode
Construction d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions 5 A
Polynémes de rayon

Définition de I'espace de Banach

considére |'espace de Banach :

Qs = { (Un)nen | sup|ua|n® < 400y,
neN

muni de la norme définie par :

[[ulls = sup [un[n®.
neN

@ Si u est C*, alors la suite de ses coefficients de Fourier est dans 2.
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Idée générale de la méthode
Construction d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions "
Polynémes de rayon

Construction de I'opérateur

Qs — Qs
uv— u— Jf(u),

avec
J(m) 0

1—dm?
J = 0 " 1 I
17d(m+1)2

M. BREDEN, M. VANICAT Instabilité de Turing pour un systéme de réaction-diffusion



le de la méthode
tion d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions A
q g Polynémes de rayon

Polynémes de rayon

Vérifier que T est contractant revient trouver un r > 0 tel que pour un
nombre ng fini de polynémes P, a coefficients rationnels :

P,(r) < 0.

M. BREDEN, M. VANICAT Instabilité de Turing pour un systéme de réaction-diffusion



le de la méthode
uction d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions A
q g Polynémes de rayon

Polynémes de rayon

Vérifier que T est contractant revient trouver un r > 0 tel que pour un
nombre ng fini de polynémes P, a coefficients rationnels :

P,(r) < 0.

e Pour n€{0,...,np}, on détermine par arithmétique d'intervalle un
ensemble /, de r > 0 tels que P,(r) < 0.
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nérale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions A
q g Polynémes de rayon

Polynémes de rayon

Vérifier que T est contractant revient trouver un r > 0 tel que pour un
nombre ng fini de polynémes P, a coefficients rationnels :

P,(r) < 0.

e Pour n€{0,...,np}, on détermine par arithmétique d'intervalle un
ensemble /, de r > 0 tels que P,(r) < 0.
e Si
ﬂ In ?é ®7
nG{O,...,no}
on a démontré rigoureusement |'existence d'une solution au
voisinage de notre solution approchée!
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rale de la méthode
ion d'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions A
q g Polynémes de rayon
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énérale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach
Polynémes de rayon

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions

FIN
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach
Polynémes de rayon

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions

(a) d = 0.030 (b) d =0.015

(c) d = 0.010 (d) d = 0.005
En bleu U, en vert V et en rouge W sur l'intervalle [0, 1].
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions A
Polynémes de rayon

Méthode de Newton spectrale

Systéme stationnaire

(dn® — 5)an(u) — 100a,(v) + 3an(u®) + 3a,(uv) 4 101a,(uw) — 100a,(vw) = 0,
((d 4 3)n” + 95)an(v) + 3a,(v?) + 3a,(uv) — 99a,(vw) + 100a,(uw) = 0,
(dn® = 2)an(w) + an(w?) 4 an(uw) + an(vw) = 0,

Vne{0,...,m—1}.
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions A
Polynémes de rayon

Méthode de Newton spectrale

Systéme stationnaire

(dn® — 5)an(u) — 100a,(v) + 3an(u®) + 3a,(uv) 4 101a,(uw) — 100a,(vw) = 0,
((d 4 3)n” + 95)an(v) + 3a,(v?) + 3a,(uv) — 99a,(vw) + 100a,(uw) = 0,
(dn® = 2)an(w) + an(w?) 4 an(uw) + an(vw) = 0,

Vne{0,...,m—1}.

° ar(w) =3 (Zap<u)an-p(v)+ 3p(u)apn(v) + ) ap(u)an+p<v>>.

p=0 p=n+1 p=1
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach

Preuve numérique rigoureuse d’existence des solutions A
Polynémes de rayon

Méthode de Newton spectrale

Systéme stationnaire

(dn® — 5)an(u) — 100a,(v) + 3an(u®) + 3a,(uv) 4 101a,(uw) — 100a,(vw) = 0,
((d 4 3)n” + 95)an(v) + 3a,(v?) + 3a,(uv) — 99a,(vw) + 100a,(uw) = 0,
(dn® = 2)an(w) + an(w?) 4 an(uw) + an(vw) = 0,

Vne{0,...,m—1}.

n m—1 m—1—n
1
® an(uv) =~ 5 (Z ap(W)an—p(v) + Y ap()ap-n(v) + D ap(u)an+p<v>>.
p=0 p=n+1 p=1
@ En notant U = (uo, ..., um—1) (idem pour V et W), on est a nouveau ramené 3
un probleme du type :

f(U,V, W) =0.
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Idée générale de la méthode
Construction d’'un opérateur contractant sur un espace de Banach
Polynémes de rayon

Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions

@ On va essayer de montrer que T est une contraction de B(7, r) dans
lui-méme.
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Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions

Polynémes de rayon

@ On va essayer de montrer que T est une contraction de B(7, r) dans
lui-méme.

@ Pour montrer que T est contractant, on a besoin de constantes K,
telles que VYu,v € B(q,r) :

| Ta(u) = Ta(v)| < Knllu — v||s
et
supn®K, < 1.
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Preuve numérique rigoureuse d'existence des solutions

Polynémes de rayon

@ On va essayer de montrer que T est une contraction de B(7, r) dans
lui-méme.

@ Pour montrer que T est contractant, on a besoin de constantes K,
telles que VYu,v € B(q,r) :

| Ta(u) = Ta(v)| < Knllu — v||s
et
supn®K, < 1.

@ Pour montrer que B(T, r) est stable par T, on va chercher d'autres
constantes Y, telles que :

| To(T) —Tn| < Yy

et r
Kp+ Y, < —.
nS
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