Les espaces de Lebesgue, L',
LP, L°°

Soient f et ¢ deux fonctions réelles mesurables sur RY telles que f(x) = g(2) pour
tous les x n'appartenant pas a un ensemble négligeable. On dit alors que f et ¢ sont
égales presque partout. On considere la relation f = ¢ presque partout : c¢’est une
relation d’équivalence. On identifiera dans ce chapitre et les suivants chaque fonction
f et sa classe d’équivalence. Il est habituel dans ce cas de dire que “f est définie
presque partout”. Toutes les propriétés des fonctions que nous allons considérer sont
des propriétés qui portent sur I'intégrale de fonctions définies presque partout. Cette
intégrale ne dépend pas de I'élément de la classe choisi.

Définition 3.1 On appelle, pour 1 < p < oc. LP(IR.N) ['ensemble des fonctions
définies presque partout et telles que

/ (@) Pdz < co.

On appelle L"x"(IRN) 'espace des fonctions définies presque partout et telles qu il existe
C' > 0 tel que |f(x)| < C pour presque tout x. La plus petite constante C' pour laquelle
cette relation est vraie s appelle le “sup essentiel” de |f(x)| et on le note ||f||L~. On
dit que f est "essentiellement bornée.”




flls = [ 1£@lde et [1f]lim = supess, palf(z)]

On note ces normes || f||1 et || f||ooc- On va aussi poser pour 1 < p < o

1£llp = £l = ( / F@)Pdr)3,

Théoreme 3.1 (Inégalité de Hilder) Soit 1 < p < +o00. Pour tout f € LP et g € L,
la fonction fg est sommable et

/ 9 < 1£llnllg]

P’

Théoreme 3.2 LP(RY) est un espace vectoriel et || f |, est une norme pour tout
1 <p<oc.



Proposition 3.1 Convergence dominée dans L. Si f,, — f p.p. et s’il existe un
chapeau intégrable g € L (1 < p < 4+ ) tel que |f,| < g p.p., alors f, converge vers
f dans L?.

Démonstration On pose h,, = |f, — f|P. Alors |h,| < (|fu| + [f)P < 2P|g|? p.p.
car |fn] < g p.p. et, en passant a la limite simple, |f| < g presque partout. On peut
donc appliquer le théoreme de la convergence dominée a h,, et conclure que h,, — 0.

0]

Lemme 3.1 (Fatou dans LP) Prenons 1 < p < 4+o0. Soit fj, une suite de fonctions
telles que || frllLer < ¢, et que fr(x) converge presque partout vers une fonction f(x).
Alors [ appartient aussi a LP et || f||, < liminfy || fx||,.

Démonstration En appliquant le lemme de Fatou. on a

c > liminff frl? = fliminf|f;f(:r)|p = / f(x)]P.

Le cas p = +o0 se traite aisément,



Théoréeme 3.3 Les espaces LP(RY), (1 < p < 4+00) sont des espaces de Banach.

Théoreme 3.4 Les fonctions continues a support compact sont denses dans LP(IF{.N )
pour tout 1 < p < .

Démonstration La propriété est déja connue pour p = 1. Dans le cas général, on
commence par montrer que ['on peut approcher une fonction f de L? par des fonctions
bornées et a support compact. L’approximation se fait par simple troncature : on
pose fr(x) = f(x) si||z|| < ket |f(x) <k, fr(xr) = 0 sinon. La suite fr(z) a f(x)
pour chapeau intégrable dans L? et tend presque partout vers 0. Par le théoreme de
Lebesgue dans LP (Proposition 3.1), on obtient fr — f dans L?.

Reste & montrer que si une fonction f est bornée (|f| < k) et a support compact
(|f(x)] = 0si||z|| = k), alors elle est approchable dans L? par des fonctions conti-
nues. Mais comme f € L', il existe une suite de fonctions continues et & support
compact f, convergeant vers f dans L' (Propriété 2.1). Quitte & extraire une sous-
suite, on peut supposer que la suite f, converge presque partout vers f (réciproque du
théoreme de Lebesgue). Utilisons une fonction g continue et a support compact valant
1 sur B(0, k). La suite de fonctions h,, = g max(—k, min(k, f,)) est encore continue,
converge presque partout vers f et a la fonction k|g| comme chapeau intégrable dans
L?. Elle converge donc vers f dans tous les L? tels que 1 < p < oc. o



Corollaire 3.1 Soit f € L} (IRN ) telle que pour toute fonction continue a support

loc

compact u € C.(RN) on ait [ f(z)u(z) =0. Alors f =0 p.p.
Démonstration Enreprenant exactement le meme raisonnement que dans la démonstration
précédente, on voit qu’il existe pour toute boule B(0,R) C R”Y une suite u, €

Ce(B(0, R+ 1)) qui converge vers Signe(f) presque partout dans B(0, R), vers zéro
ailleurs, et vérifie |u,| < 1. Il vient alors par le théoreme de Lebesgue,

0= / f(x)un(x) — f(x)Signe(f(x)) = / f(z)|dz.
B(0,R+1) B(0,R) B(0,R)

Donc f=0.



Théoréme 3.5 Pour tout f € LP(RN), 1 < p < o0, on a

lim /IR.N flz+y)— f(x)|Pdx = 0.

y—0

Démonstration Cette propriété de “continuité en moyenne est vraie pour les fonc-
tions continues a support compact car elles sont uniformément continues et on la
déduit aisément pour une fonction arbitraire de LP(IRY) en utilisant la densité de C,.

dans L? (théoreme 3.4).



3.2 Convolution, approximation et régularisation des
fonctions de L”

Théoreme 3.6 et définition St [ ef g appartiennent a Ll(IR.N ). alors le produit de
convolution f * g est défini par

/ft—u dy—f( v) F(w)dy.

la fonction de vy figurant sous le signe somme étant sommable pour presque tout x.
En outre, la fonction f « g appartient & L' et on a

I *gllx <||fll1llgll1.

Démonstration On montre d’abord en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli
et le théoreme de changement de variable que la fonction | f(x —y)g(y)| est sommable.

En effet,
[ [ 116 = vowideds = [ g [ 1 - v)ide)dy -

/ ()| f F(@)\dx)dy = || 1|2 1191

La fonction f(z — y)g(y) est donc sommable sur R*Y et le théoréme de Fubini assure
que la fonction y — f(xr—1vy)g(y) est Hommahle pour plesque tout x et que la fonction
alors définie presque partout par f* g(a f f(x—y)g(y)dy est elle-meéme sommable

sur RY. On a finalement

1f % gllos = / f o+ gl (2)de < f ()| / (e — y)lde)dy = ||l 19|



Théoréme 3.7 (régularisation par convolution) Soit f € LY(IR") et soit g une
fonction continue et bornée dans RY . Alors la fonction f =g définie en tout point par

f*g(x) = /g(f- —y)f(y)dy

est continue et bornée. St de plus les dérivées partielles de g existent et sont continues
et bornées jusqu’a l'ordre k € IN, il en est de méme pour f * g et l'on a

6(f*g)_f* dg  P(f+9) _ . g

= . = - , ete.
Ox; Ox; OxjOxy Ox;jOxy

Démonstration On remarque d’abord que la fonction y — g(x — y) f(y) est som-
mable pour tout z. En effet, [g(x —y)f(y)| < y)|. La continuité de f % g(x)
découle du théoreme de Lebesgue. En effet, si x,n — x, alors g(x,, — y)f(y) tend
partout vers g(z — y)f(y) et ||g||~|f(y)| est chapeau intégrable. Donc

(f xg)(rn) = /g(wn —y)f(y)dy — /g(if —y)f(y)dy = (f * g)(x).

Si g est dérivable par rapport a x; et de dérivée continue et bornée, appliquons le
théoreme de dérivation sous le signe somme. On a
9] dg
T — xr—1y)fz
OTJ( g(x—y)fly)) = aa,:,( y).f(y)

et cette fonction est majorée en module par ||5= 99 er,| f(y)], qui est indépendante de
2 et sommable. Le théoréme de dérivation sous le signe somme s’applique donc et

8 (% . ” - - .

% = f % jTg Ceci montre le résultat pour &£ = 1. Ensuite, il suffit
" J

d’itérer puisque qu’on peut appliquer ce résultat au couple formé de f et d'une dérivée

premiere de g, ce qui prouve le théoreme pour k = 2, etc. o

donne bien



Définition 2.6 Soit f une fonction définie sur RY. On appelle support de f et on
note Support(f) le complémentaire du plus grand ouvert O tel que f(x) = 0 presque
partout sur O. Le support de f est donc un fermé. S’il est de plus borné. on dit que
f est a support compact.

Proposition 3.2 Soient [ et g deur fonctions telles que (f = g)(x) soit défini pour
presque tout x. (C’est en particulier le cas si f et g sont dans L', mais il y a bien
d’autres cas ou lintégrale définissant la convolution a un sens, par exemple si f €
LI (RY) et g, € C.(RY).) Alors

loc
Support(f = g) C Support(f) + Support(g). (3.6)

Démonstration Soit x ¢ Support(f)-+Support(g), alors (x—Support(f))NSupport(g) =
0 et donc

w*muw:/fw—ym@wyzji flr—y)g(y)dy = 0.

(z—Support(f))nSupport(g)

Donc (f * g)(x) = 0 en tout point n'appartenant pas a Support(f) + Support(g) et
donc aussi en tout point n’appartenant pas a sa fermeture Support(f) + Support(g),
ce qui donne le résultat. o




Définition 3.2 On note L] (IRN) l'espace des fonctions [ telles que pour tout borné

loc

B deRY, f e Ly(B). On dit que f, — f dans L . si f, tend vers f dans L'(B)
pour tout borné B.

Exercice 8 Montrer que les espaces que nous connaissons : Lp(]Rh ), 1 <p<ooet
CO(RY) sont dans L (R™Y).

loc

Corollaire 3.2 Si f € L} et g e CF est a support compact, alors f % g est CF.

loc



Définition 3.3 Soit k € L'(RY) telle que [ k(x)dx =1 et k(x) > 0 presque partout.

On pose pour tout h > 0,
o

h_)'

On appelle un tel systeme de fonctions ky, h > 0, une “approximation de l'identité”.

kn(x) = h=NE(

Proposition 3.3 Si f est uniformément continue et bornée sur RY, alors f =k,
converge vers f uniformément.

Démonstration On remarque d’abord que

/kh(:r)d:r — /k(m)da: ~ 1. (3.7)

m*ﬂm—fwr:/wamww—yyaﬂ@m% (3.8)

et que (une conséquence du théoreme de Lebesgue), pour 7 fixé et h assez petit,

[ iy <= (3.9)
yl=n

Donc

meme—fwn:k/mwxﬂx—M—fmn@\

gszﬂj}>mmwuy+amLﬂx—m—fwnfmmwwys%
yl=n

ly|<n

pourvu que l'on fixe premierement 7 assez petit pour que le deuxieme terme soit plus
petit que &, puis h assez petit pour que le premier soit aussi plus petit que . o



Théoreme 3.10 Soit kp, une approximation de ['identité. Alors pour toute fonction
feLP(RYN), 1<p< oo, les fonctions f * k;, convergent vers f dans LP.

Démonstration Comme f € L?. on peut choisir par le théoreme 3.5 1 assez petit
pour que

|y|gn:»/|f<w—y> f(@)Pd < <. (3.10)

L’inégalité de Holder et le fait que k;, > 0, [k, = 1 impliquent que pour toute
fonction f dans L, on ait

(/kh( )f(ss)di)p /kh( V() |Pda. (3.11)
(/khm)p: (f L’-E"-;’Zﬂf\)p < (fkh|f|P) (/A:h)ﬁ.

En utilisant les relations (3.7)-(3.11) et le théoreme de Fubini,

P
f ey f () f () [Pdr = f | f () (F (= ) — f(x))dy
ov f ) Pde [y|2nwkfh(-y)|dy+ fm o)y f f(z—y) - f(z)Pde <

2*’\|fum+f|kh &= (22|12, + [[k][21)e-

En effet,

i< | f k() £ (2 —y)— () Pdydz <



Corollaire 3.3 Soit Q un ouvert de RY™. On appelle C*(Q2) l'ensemble des fonctions
C*° a support compact dans 2 et on munit C.($2), l'espace des fonctions continues a
support compact dans €2, de la topologie suivante : on dit que u, tend vers w si pour
tout ¢ > 0 il existe ng tel que pour n > ng, on ait Support(u,) C Support(u)+ B(0, <)
et SUP,cq |un(2) —u(z)| < e. Alors C2°(2) est dense dans Cq(2).

Démonstration Si f € C.({2), alors elle est uniformément continue et kj, = f tend
vers f uniformément. De plus, par la proposition 3.2, Support(ky, = f) € Support(f)+
B(0,h). Donc kp, = f tend bien vers f dans C.(€2). Enfin, par le théoreme 3.7, on a
bien ky, * f € C*. o

Pour compléter la démonstration précédente, il nous reste a montrer qu’il existe
des fonctions C™ a support compact.

Lemme 3.2 [ existe une fonction fy € C>®(RYN), & support compact, positive et de
support contenu dans B(0,1).

Démonstration On pose , en dimension 1, fi(r) = e i x| <1, f(xr) =0
sinon. 11 est facile de voir que f*)(=1) = f(*)(1) = 0 pour tout ordre k et que donc
f est C*. En dimension N, on pose simplement gy (1, ...,2n) = fi(x1)...fn(zn) qui
est a support dans I'hypercube [=1,1]V puis fy(x) = gn(2V/ Nx) pour ramener le
support dans B(0,1). o



Proposition 3.4 Soit Q un ouvert de RY . Alors C>*(Q) est dense dans LV () pour
tout 1 < p < oc.

Démonstration On considere les voisinages intérieurs bornés de €0, Q,. = {x, B(x,r) «
Q} N B(0, %) Comme ) = U+, on a par le théoreme de Lebesgue

Yedr, f(z)— flx)lg, |Pdr < <.
)

On choisit alors " < r tel que

||(fﬂQ,,,) * kh.r,- - fﬂQrHLi‘J(Q) < €.

On obtient donc ||f — (fllq, ) * kn ., |lLe) < 2¢. Comme r’ < r,le lemme 3.2 et le
théoreme 3.7 impliquent que (fllg, ) * h,. € C2°(Q2). o
































































































































































