
Exercice 1 Le support d’une distribution µ pour Rd est défini par l’ensemble

suppµ := {x ∈ Rd, ∀ε > 0, µ(B(x, ε)) > 0}

où on note B(x, ε) la boule fermée centrée en x de rayon ε. On suppose que µ admet une densité
par rapport à la mesure de Lebesgue. Soit (Xi, Yi)1≤i≤n i.i.d. observations, on définit pour tout
k < n le point X(k)(x) vérifiant

#{1 ≤ i ≤ n, d(x,Xi(x)) ≤ d(x,X(k)(x))} = k.

où d : Rd × Rd → R+ est la distance Euclidienne.

1. Montrer que pour tout x ∈ suppµ, pour un entier k fixé, la convergence p.s.

lim
n→∞

d(X(k)(x), x) = 0

a lieu. Déduire, pour une v.a. X indépendante des observations, la convergence p.s.

lim
n→∞

d(X(k)(X), X) = 0.

2. Admettons le lemme technique suivant

Lemma 1 (Stone). Soit une fonction f ∈ L1(Rd, µ). Pour tout (k, n) ∈ N2 satisfaisant
k ≤ n, il existe une constant γd qui ne dépend que de la dimension d vérifiant

1

k

k∑
i=1

‖f(X(i)(X))‖1 ≤ γd‖f(X)‖1.

Montrer pour toute fonction f ∈ L1(Rd, µ)

lim
n→∞

1

k

k∑
i=1

‖f(X)− f(X(i)(X))‖1 = 0.

3. On peut représenter le couple (X,Y ) à l’aide d’une v.a. uniforme U indépendante de X

Y = 1η(X)>U

et la règle de knn (k-nearest neighbor) par

gn(x) =

{
1, φ(x, Y(1)(x), · · · , Y(k)(x)) > 0

0, sinon
.

Pour un x fixé, on remplace Y(i)(x) = 1η(X(i)(x))>U par Y ′(i)(x) = 1η(x)>U pour tout 1 ≤ i ≤ k
et définit g′n(x) de la même manière. Montrer

P(gn(X) 6= g′n(X)) =

k∑
i=1

‖η(X)− η(X(k)(X))‖1.
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4. Déduire, pour un k impair, la convergence

Lknn = lim
n→∞

ELn = L∗ + E
[
(1− 2 min(η(X), 1− η(X)))P(B(k,min(η(X), 1− η(X))) >

k

2
)|X)

]
≥ L∗

où on pose B(k, α) une v.a. de la loi binomiale de paramètre α.

5. Déduire, sous l’hypothèse précédente,

Lknn ≤ L∗ +
1√
ke
.

6. Soit une marche aléatoire à pas (Zi)i≥1 i.i.d. vérifiant P(Zi = 1) = 1 − P(Zi = −1) < 1/2.
Montrer

∀m > 1, P(

2m+1∑
i=1

Zi > 0) ≤ P(

2m−1∑
i=1

Zi > 0).

7. Conclure avec l’inégalité de Cover-Hart L∗ ≤ L(2m+1)nn ≤ L1nn ≤ 2L∗. Si L∗ = 0, on établit
la consistance universelle de knn.

8. Supposons maintenant que k peut crôıtre avec le nombre d’échantillon n et qu’il vérifie
limn→∞ k/n = 0 et limn→∞ k = +∞. Montrer en utilisant le théorème de Stone que la
méthode est universellement consistante.
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